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Abstrakt
Bakala´rˇska´ pra´ce poukazuje na mozˇnost vyuzˇit´ı distance magic labelingu a degree-
distance magic labelingu prˇi pla´nova´n´ı neu´plny´ch turnaj˚u. Tato bakala´rˇska´ pra´ce se
zaby´va´ distance magic labelingem, ktery´ se snazˇ´ıme zobecnit. Vyuzˇ´ıva´me dosazˇeny´ch
vy´sledk˚u v oblasti distance magic labelingu a zava´d´ıme novy´ degree-distance ma-
gic labeling, na´sledneˇ tyto dva labelingy porovna´va´me. Vytva´rˇ´ıme rˇadu konstrukc´ı
degree-distance magic graf˚u.
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Abstract
Thesis points out the possibility of practical application of distance magic labeling
and degree-distance magic labeling for tournament scheduling. This thesis deals with
distance magic labeling, which we try to generalize. We use the results obtained in
the field of distance magic labeling and we introduce a new degree-distance magic
labeling. We compare these two labelings. We provide many constructions of degree-
distance magic graphs.
Key Words:
magic labeling, distance magic labeling, degree-distance magic labeling, tournament
scheduling, fair incomplete tournament
Seznam pouzˇity´ch symbol˚u a zkratek
G = (V,E) – Graf G s mnozˇinou vrchol˚u V a mnozˇinou hran E
Kn – Kompletn´ı graf na n vrcholech
Km,n – Kompletn´ı bipartitn´ı graf s partitami o m a n vrcholech
Cn – Cyklus na n vrcholech
G – Doplneˇk grafu G
G[H] – Kompozice graf˚u G a H v tomto porˇad´ı
deg(x) – Stupenˇ vrcholu x
N(x) – Mnozˇina vsˇech sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu x
wf (x) – Va´ha vrcholu x prˇi ohodnocen´ı f
k – Magicka´ konstanta
DM – Distance magic grafy
DDM – Degree-distance magic grafy
PDM – Pravidelne´ distance magic grafy
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1 U´vod
Magicky´ labeling graf˚u patrˇ´ı mezi nove´ oblasti teorie graf˚u. V cele´m textu budeme
pouzˇ´ıvat vy´raz
”
labeling“ mı´sto cˇeske´ho vy´razu
”
ohodnocen´ı“, vy´raz labeling bu-
deme sklonˇovat podle vzoru hrad. Pojem magicky´ labeling graf˚u zavedl Sedla´cˇek v
roce 1963. Magicky´ labeling se stal velmi popula´rn´ı kra´tce po roce 2000, kdy vysˇlo
mnoho publikac´ı na toto te´ma a byly zavedeny r˚uzne´ typy magicky´ch labeling˚u.
Vycˇerpa´vaj´ıc´ı seznam magicky´ch labeling˚u je uveden v cˇla´nku [5]. V te´to pra´ci se
cˇa´stecˇneˇ zameˇrˇ´ıme na distance magic labeling.
Necht’ G je graf rˇa´du n. Distance magic labeling grafu G je bijektivn´ı zobrazen´ı
f prˇiˇrazuj´ıc´ı kazˇde´mu vrcholu grafu G cˇ´ıslo z mnozˇiny {1, 2, ..., n} tak, zˇe existuje
takova´ konstanta k, aby pro kazˇdy´ vrchol x grafu G platilo∑
u∈N(x)
f(u) = k,





je va´ha vrcholu x a konstanta k je magicka´ konstanta grafu. Pokud pro graf existuje
distance magic labeling, nazveme ho distance magic graf. Distance magic labeling byl
zaveden neza´visle v´ıce autory a je take´ oznacˇova´n jako 1-vertex magic vertex labe-
ling nebo sigma labeling (Σ-labeling). Nyn´ı se nejcˇasteˇji pouzˇ´ıva´ oznacˇen´ı
”
distance
magic labeling“. Opeˇt pouzˇ´ıva´me pocˇesˇteˇnou verzi anglicke´ho vy´razu, protozˇe do-
stupna´ literatura je prakticky pouze v anglicˇtineˇ.
1.1 Neu´plne´ turnaje
1.1.1 Pravidelne´ grafy
Distance magic labeling je spojova´n s problematikou porˇa´da´n´ı spravedlivy´ch neu´plny´ch
turnaj˚u. U´plny´ turnaj, kde kazˇdy´ ty´m hraje se vsˇemi ostatn´ımi ty´my, povazˇujeme
za spravedlivy´. Prˇedpokla´dejme, zˇe chceme porˇa´dat turnaj, ale nema´me dostatek
cˇasu, abychom odehra´li u´plny´ turnaj. Mohli bychom porˇa´dat spravedlivy´ neu´plny´
turnaj s na´sleduj´ıc´ımi dveˇma pozˇadavky:
I) Kazˇdy´ ty´m hraje stejny´ pocˇet za´pas˚u.
II) Obt´ızˇnost turnaje pro kazˇdy´ ty´m napodobuje obt´ızˇnost u´plne´ho turnaje.
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Druha´ podmı´nka je vyrˇesˇena na´sledovneˇ. Pokud zna´me naprˇ´ıklad vy´sledky tur-
naje v prˇedesˇle´m roce, pak mu˚zˇeme ty´my ohodnotit cˇ´ıslem, ktere´ reprezentuje jeho
s´ılu. Pokud ma´me n ty´mu˚, pak nejsilnejˇs´ı ty´m ohodnot´ıme cˇ´ıslem n, druhy´ nejsilneˇjˇs´ı
ty´m ohodnot´ıme cˇ´ıslem (n−1), azˇ nejslabsˇ´ı ty´m ohodnot´ıme cˇ´ıslem 1. V u´plne´m tur-
naji je soucˇet sil oponent˚u i-te´ho ty´mu Si = n(n−1)/2−i. Vsˇimneˇme si, zˇe soucˇty sil
oponent˚u S1, S2, ..., Sn tvorˇ´ı aritmetickou posloupnost s diferenc´ı jedna. Pozˇadujeme
tedy, aby soucˇet sil oponent˚u ve spravedlive´m neu´plne´m turnaji tvorˇil take´ aritme-
tickou posloupnost s diferenc´ı jedna. Chceme naj´ıt turnaj pro celkoveˇ n ty´mu˚, kde
kazˇdy´ ty´m hraje g za´pas˚u a soucˇet sil oponent˚u i-te´ho ty´mu je S˜i = n(n−1)/2−i−k,
kde k je prˇirozene´ cˇ´ıslo.
Tento proble´m je ekvivalentn´ı s hleda´n´ım mnozˇiny za´pas˚u, ktere´ jsou vynecha´ny
z u´plne´ho turnaje tak, aby vznikl spravedlivy´ neu´plny´ turnaj. Chceme naj´ıt turnaj
pro celkoveˇ n ty´mu˚, kde kazˇdy´ ty´m hraje (n− g − 1) za´pas˚u a soucˇet sil oponent˚u
i-te´ho ty´mu je roven cˇ´ıslu k.
Hleda´n´ı takove´ mnozˇiny vynechany´ch za´pas˚u nen´ı nic jine´ho, nezˇ hleda´n´ı distance
magic labelingu pro r-pravidelny´ graf na n vrcholech, kde r = (n− g − 1) je pocˇet
odehrany´ch za´pas˚u a magicka´ konstanta k je soucˇet sil oponent˚u. Prˇ´ıklad uvedeme
v kapitole 1.2.
1.1.2 Nepravidelne´ grafy
Doposud jsme se bavili pouze o turnaj´ıch, kde kazˇdy´ ty´m hraje stejny´ pocˇet za´pas˚u
(v rˇecˇi teorie graf˚u mluv´ıme o pravidelny´ch grafech). Pokud bychom od te´to podmı´nky
upustili, mohli bychom se veˇnovat turnaj˚um, kde kazˇdy´ ty´m odehraje libovolny´
pocˇet za´pas˚u (v rˇecˇi teorie graf˚u mluv´ıme o nepravidelny´ch grafech). Mohli bychom
se naprˇ´ıklad zameˇrˇit na turnaje s v´ıce divizemi, kde je pouze neˇkolik za´pas˚u mezi
divizemi a mnoho za´pas˚u v ra´mci divize. U takovy´ch turnaj˚u hroz´ı, zˇe naprˇ´ıklad
silneˇjˇs´ı ty´my by hra´ly veˇtsˇinu za´pas˚u se slabsˇ´ımi ty´my neboli slabsˇ´ı ty´my by hra´ly
veˇtsˇinu za´pas˚u proti vy´razneˇ silneˇjˇs´ım ty´mu˚m. Toto by vedlo k nespravedlnosti ta-
kove´ho turnaje, cozˇ je nezˇa´douc´ı. Abychom odstranili nespravedlnost takove´ho tur-
naje, zavedeme degree-distance magic labeling, kde soucˇet sil oponent˚u i-te´ho ty´mu
je vydeˇlen pocˇtem odehrany´ch za´pas˚u i-te´ho ty´mu a vy´sledek tohoto pod´ılu bude
pro kazˇdy´ ty´m stejny´.
Degree-distance magic labeling je hlavn´ım te´matem te´to bakala´rˇske´ pra´ce, ale







V kapitole 2 zavedeme za´kladn´ı pojmy, definice a veˇty z oblasti teorie graf˚u, pro
jejich pochopen´ı by meˇla stacˇit znalost strˇedosˇkolske´ matematiky.
V kapitole 3 zavedeme novy´ degree-distance magic labeling. Zacˇneme vytva´rˇet
r˚uzne´ konstrukce degree-distance magic graf˚u. Obvykle uvedeme proble´m, ktery´ se
postupneˇ snazˇ´ıme vyrˇesˇit. Neˇktera´ na´mi zavedena´ tvrzen´ı jsou postupneˇ upravova´na
tak, aby byla co nejv´ıce obecna´. Mu˚zˇeme rˇ´ıci, zˇe prova´d´ıme vy´zkum, kde se na´m
podarˇilo uka´zat a pozdeˇji zobecnit neˇktera´ tvrzen´ı.
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2 Za´kladn´ı pojmy, definice a veˇty
V te´to kapitole zavedeme za´kladn´ı pojmy, definice a veˇty, na ktere´ se budeme v
dalˇs´ım textu odkazovat. Zavedeme vsˇak pouze takove´ pojmy, definice a veˇty, ktere´
budou nutne´ pro u´plne´ pochopen´ı problematiky te´to bakala´rˇske´ pra´ce. Vı´ce infor-
mac´ı z oblasti teorie graf˚u nalezneme ve skriptech [2]. Neˇktere´ definice a veˇty byly
prˇevzaty ze skript [2]. V dalˇs´ım textu budeme pod pojmem
”
graf“ rozumeˇt strukturu
zavedenou v Definici 2.1.
Definice 2.1. Jednoduchy´ graf G je usporˇa´dana´ dvojice (V,E), kde V je nepra´zdna´
mnozˇina vrchol˚u a E je neˇjaka´ mnozˇina dvouprvkovy´ch podmnozˇin mnozˇiny V .
Prvk˚um E rˇ´ıka´me hrany.
Mnozˇinu vsˇech vrchol˚u grafu G budeme znacˇit V (G) a mnozˇinu vsˇech hran E(G).
Prvky mnozˇiny V budeme znacˇit maly´mi p´ısmeny, naprˇ´ıklad x. Prvky mnozˇiny E
budeme znacˇit za´pisem {x, y}, nebo zjednodusˇeny´m za´pisem xy. Grafy zna´zornˇujeme






Obra´zek 4: Zna´zorneˇn´ı jednoduche´ho grafu G pomoc´ı diagramu.
Na obra´zku 4 je zna´zorneˇn grafG = (V,E) s mnozˇinou vrchol˚u V = {a, b, c, d, e, f}
a mnozˇinou hran E = {ab, ac, af, bc, cd, df}.
Grafy cˇasto popisuj´ı vztahy mezi objekty rea´lne´ho sveˇta, ktere´ jsou reprezen-
tova´ny vrcholy grafu. Vztahy mezi objekty jsou v grafu reprezentova´ny hranami.
Dva vrcholy x, y v grafu jsou sousedn´ı neboli za´visle´, jestlizˇe v grafu existuje
hrana xy. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ se vrcholy nazy´vaj´ı nesousedn´ı neboli neza´visle´.
Definice 2.2. Mnozˇina sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu x je tvorˇena vsˇemi vrcholy y,
pro ktere´ plat´ı xy ∈ E. Mnozˇinu vsˇech sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu x budeme znacˇit
N(x).
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Na obra´zku 4 ma´ vrchol a mnozˇinu sousedn´ıch vrchol˚u N(a) = {b, c, f}.
Definice 2.3. Rˇa´dem grafuG = (V,E) rozumı´me pocˇet vrchol˚u grafu neboli |V (G)|.
Rˇa´d grafu budeme v naproste´ veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u znacˇit p´ısmenem n.
Definice 2.4. Rˇekneme, zˇe hrana e = {x, y} ∈ E(G) je incidentn´ı s vrcholem x
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ x ∈ e. Vrcholy x, y nazveme koncove´ vrcholy hrany e.
Pozna´mka. V cele´ pra´ci budeme pracovat s jednoduchy´mi grafy. Dva vrcholy x, y ∈
V (G) mohou by´t spojeny jen jednou hranou. Nerozliˇsujeme, zda hrana xy vede z
vrcholu x do vrcholu y nebo naopak. Nen´ı prˇ´ıpustne´, aby vrchol byl spojen hranou
sa´m se sebou.






Obra´zek 5: Stupneˇ vrchol˚u grafu G.
Vrcholy, ktere´ maj´ı stupenˇ vrcholu roven nule, nazveme izolovane´ vrcholy. Pokud
budeme cht´ıt zd˚uraznit, ke ktere´mu grafu se stupenˇ vrcholu v vztahuje, pouzˇijeme
doln´ı index degG(v). Graf, ve ktere´m jsou vsˇechny vrcholy stejne´ho stupneˇ, se nazy´va´
pravidelny´. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ je graf nepravidelny´.
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znacˇ´ı vsˇechny dvouprvkove´ podmnozˇiny mnozˇiny V (G).
Doplneˇk grafu G obsahuje vsˇechny vrcholy grafu G a kazˇdy´ vrchol x ∈ V (G) je









Obra´zek 6: Graf G a doplneˇk grafu G.
Za´kladn´ı typy graf˚u
Pro d˚ulezˇite´ typy graf˚u se pouzˇ´ıva´ vlastn´ı oznacˇen´ı. Na´zev obvykle plyne z vlast-
nost´ı grafu, podle ktery´ch jej mu˚zˇeme se zadany´m pocˇtem vrchol˚u sestavit.
Graf, ktery´ obsahuje jediny´ vrchol (a zˇa´dnou hranu) se nazy´va´ trivia´ln´ı graf.





hran, se nazy´va´ kompletn´ı graf a
znacˇ´ı se Kn. Kazˇdy´ kompletn´ı graf ma´ vsˇechny vrcholy nejvysˇsˇ´ıho mozˇne´ho stupneˇ,
je tedy (n− 1)-pravidelny´ graf.
Obra´zek 7: Kompletn´ı grafy K2, K3, K4 a K5.
Graf s vrcholovou mnozˇinou V = {x1, x2, ..., xn}, pro n ≥ 3, a mnozˇinou hran
E = {x1x2, x2x3, ..., xn−1xn, xnx1} se nazy´va´ cyklus a znacˇ´ı se Cn. Cyklus je
2-pravidelny´ graf se stejny´m pocˇtem vrchol˚u a hran E(Cn) = n.
Obra´zek 8: Cykly C3, C4, C5 a C6.
Cesta je graf s mnozˇinou vrchol˚u V = {x1, x2, ..., xn} a mnozˇinou hran E =
{x1x2, x2x3, ..., xn−1xn}, cestu znacˇ´ıme Pn (z anglicke´ho ”path“).
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Obra´zek 9: Cesty P2, P3, P4 a P5.
Graf, jehozˇ vrcholova´ mnozˇina je sjednocen´ım dvou nepra´zdny´ch disjunktn´ıch
mnozˇin U , W a mnozˇina hran je E = {uw : u ∈ U ∧ w ∈ W}, se nazy´va´ kompletn´ı
bipartitn´ı graf s partitami U a W . Kompletn´ı bipartitn´ı graf znacˇ´ıme Km,n, kde
m = |U | a n = |W |.
Obra´zek 10: Kompletn´ı bipartitn´ı grafy Km,n na 9 vrcholech.




Definice 2.7. Kompozice neboli take´ slozˇen´ı graf˚u G a H v tomto porˇad´ı je graf,
ktery´ ma´ vrcholovou mnozˇinu da´nu karte´zsky´m soucˇinem V (G)×V (H) a dva vrcholy
(u1, v1) a (u2, v2) jsou spojeny hranou pra´veˇ tehdy, kdyzˇ plat´ı u1 = u2 a v1v2 ∈ E(H)
nebo u1u2 ∈ E(G). Kompozici graf˚u G a H znacˇ´ıme G[H].
Vsˇimneˇme si, zˇe kompozice graf˚u nen´ı komutativn´ı operace, naprˇ´ıklad kompozice
graf˚u Pn[P2] nen´ı isomorfn´ı s P2[Pn]. Kompozice graf˚u Pn[P2] a P2[Pn] je zna´zorneˇna
na obra´zku 11.
Jedno za´kladn´ı pozorova´n´ı, ktere´ uda´va´ kvantivn´ı vztah mezi stupni vrchol˚u a
pocˇtem hran, je princip sudosti. Veˇta 2.8 je citova´na ze skript [2].
Veˇta 2.8. (Princip sudosti) Meˇjme graf G s vrcholy v1, v2, ..., vn, kde n ≥ 1. Sym-
bolem h(G) oznacˇme pocˇet hran grafu G. Potom∑
vi∈V (G)
deg(vi) = 2h(G).
Pozna´mka. Veˇta 2.8 na´m rˇ´ıka´, zˇe neexistuje graf liche´ho rˇa´du se vsˇemi vrcholy
liche´ho stupneˇ. Jestlizˇe kazˇda´ hrana zvysˇuje stupenˇ vrcholu o 1 pra´veˇ u dvou vrchol˚u,
pak v kazˇde´m grafu je pocˇet hran roven polovineˇ soucˇtu stupnˇ˚u vsˇech vrchol˚u grafu.
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Obra´zek 11: Kompozice graf˚u Pn[P2] a P2[Pn].
Definice 2.9. Meˇjme da´n graf G = (V,E). Rˇekneme, zˇe graf H = (V ′, E ′) je
podgrafem grafu G, jestlizˇe V ′ ⊆ V a soucˇasneˇ E ′ ⊆ E.
Pro graf, ktery´ vznikne z grafu G vynecha´n´ım jedne´ hrany uv, zavedeme oznacˇen´ı
G−uv. Podobneˇ graf, ktery´ vznikne z grafu G vynecha´n´ım jednoho vrcholu v a vsˇech
hran incidentn´ıch s t´ımto vrcholem, budeme znacˇit G−v. Je-li N neˇjaka´ podmnozˇina
vrchol˚u grafu G, tak symbolem G−N znacˇ´ıme graf, ktery´ vznikne z G odebra´n´ım
vsˇech vrchol˚u v N a vsˇech hran incidentn´ıch s teˇmito vrcholy, mozˇnost N = V (G)
neprˇipousˇt´ıme. Podobneˇ, je-li M neˇjaka´ podmnozˇina hran grafu G, tak symbolem
G−M znacˇ´ıme graf, ktery´ vznikne z G odebra´n´ım vsˇech hran v M .
Specia´ln´ım prˇ´ıpadem podgrafu je indukovany´ podgraf, ktery´ obsahuje vsˇechny
hrany p˚uvodn´ıho grafu G, ktere´ jsou incidentn´ı s vrcholy v mnozˇineˇ V ′.
Definice 2.10. Sled v grafu G je takova´ posloupnost vrchol˚u a hran
(v0, e1, v1, e2, v2, ..., en, vn),
zˇe hrana ei ma´ koncove´ vrcholy vi−1 a vi pro vsˇechna i = 1, 2, ..., n. Sled se nazy´va´
(v0, vn)-sled.
Definice 2.11. Tah je sled, ve ktere´m se zˇa´dna´ hrana neopakuje. Tah s pocˇa´tecˇn´ım
vrcholem u a koncovy´m vrcholem v budeme nazy´vat (u, v)-tah.
Definice 2.12. Cesta je sled, ve ktere´m se neopakuj´ı vrcholy. Cestu s pocˇa´tecˇn´ım
vrcholem u a koncovy´m vrcholem v budeme nazy´vat (u, v)-cesta.
Graf, ktery´ vznikne z cyklu Cn = v1, v2, ..., vn prˇida´n´ım vrcholu v0 a vsˇech hran
v0vi pro i = 1, 2, ..., n se nazy´va´ kolo a znacˇ´ıme jej Wn+1 (z anglicke´ho ”
wheel“).
Prˇ´ıklad takove´ho grafu je na obra´zku 12.
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Obra´zek 12: Sled, tah a cesta v grafu W6+1
.
Definice 2.13. Rˇekneme, zˇe vrchol v je dosazˇitelny´ z vrcholu u v grafu G, jestlizˇe
v G existuje (u, v)-sled. Graf je souvisly´, jestlizˇe pro kazˇdou dvojici vrchol˚u u, v ∈
V (G) existuje (u, v)-sled. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ je graf nesouvisly´.
Definice 2.14. Grafy G a H se nazy´vaj´ı isomorfn´ı, jestlizˇe existuje bijekce ϕ :
V (G)→ V (H) takova´, zˇe kazˇde´ dva vrcholy u, v ∈ V (G) jsou sousedn´ı pra´veˇ tehdy,
kdyzˇ jsou sousedn´ı vrcholy ϕ(u), ϕ(v) ∈ V (H). P´ıˇseme G ' H. Zobrazen´ı ϕ se
nazy´va´ isomorfismus.
Naprˇ´ıklad grafy K2,2 a C4 jsou isomorfn´ı neboli K2,2 ' C4.
Definice 2.15. Soucˇet nebo disjunktn´ı sjednocen´ı grafu G a H je sjednocen´ı graf˚u
G a H, jejichzˇ vrcholove´ mnozˇiny jsou disjunktn´ı. Soucˇet graf˚u znacˇ´ıme G + H.
Symbolem kG budeme znacˇit sjednocen´ı takovy´ch k kopi´ı grafu G, kde kazˇde´ dveˇ
kopie jsou vrcholoveˇ disjunktn´ı. Vy´sledny´ graf kG nazy´va´me k kopi´ı grafu G.
Definice 2.16. Spojen´ı grafu G a vrcholu v /∈ V (G) je graf, ktery´ vznikne prˇida´n´ım
v do vrcholove´ mnozˇiny V (G) a soucˇasny´m prˇida´n´ım vsˇech hran vx, kde x ∈ V (G).
Spojen´ı znacˇ´ıme G∨ v. Obecneˇ spojen´ı dvou disjunktnich graf˚u G∨H je graf, ktery´
vznikne ze soucˇtu G+H prˇida´n´ım vsˇech hran xy, kde x ∈ V (G) a y ∈ V (H).
Matice sousednosti
Vrcholy grafu G oznacˇ´ıme v1, v2, ..., vn. Matice sousednosti A(G) je cˇtvercova´
matice rˇa´du n, ve ktere´ je prvek aij = 1 pra´veˇ tehdy, kdyzˇ jsou vrcholy vi a vj
sousedn´ı. V opacˇnem prˇ´ıpadeˇ je aij = 0.
aij =
{
1 je-li vivj ∈ E(G)
0 jinak.
Matice A(G) je pro jednoduche´ grafy symetricka´ a soucˇet cˇ´ısel v i-te´m rˇa´dku (v
i-te´m sloupci) matice A(G) je roven stupni vrcholu vi.
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a b c d e f
a 0 1 1 0 0 1
b 1 0 1 0 0 0
c 1 1 0 1 0 0
d 0 0 1 0 0 1
e 0 0 0 0 0 0





3 Degree-distance magic labeling
Definice 3.1. Necht’ G = (V,E) je graf rˇa´du n a neobsahuje izolovane´ vrcholy. Pak
bijektivn´ı zobrazen´ı f : V → {1, 2, ..., n}, pro ktere´ existuje k ∈ Q a pro kazˇdy´





nazveme degree-distance magic labeling. Uvedeny´ zlomek uda´va´ va´hu vrcholu v.
Jestlizˇe graf G obsahuje izolovane´ vrcholy, jejich va´hu neurcˇujeme.
Kotzigova matice
Definujeme Kotzigovu matici velikosti m×n jako matici rozmeˇru (m,n). Kazˇdy´
rˇa´dek obsahuje permutaci prvk˚u mnozˇiny {1, 2, ..., n} a kazˇdy´ sloupec ma´ stejny´








, cozˇ je prˇirozene´ cˇ´ıslo,
pokud je m sude´ nebo n liche´.
Prˇ´ıklad Kotzigovy matice rozmeˇru (2, n).(
1 2 · · · n− 1 n
n n− 1 · · · 2 1
)
Soucˇty ve sloupc´ıch Kotzigovy matice rozmeˇru (2, n) jsou n+1. Kotzigova matice
rozmeˇru (3, n) existuje pouze tehdy, kdyzˇ je n liche´, tedy n = 2r + 1.
 1 2 · · · r + 1 | r + 2 r + 3 · · · 2r + 12r + 1 2r − 1 · · · 1 | 2r 2r − 2 · · · 2
r + 1 r + 2 · · · 2r + 1 | 1 2 · · · r


Soucˇty ve sloupc´ıch Kotzigovy matice rozmeˇru (3, n) jsou 3r+3. Kotzigovy ma-
tice s v´ıce rˇa´dky mu˚zˇeme konstruovat tak, zˇe pod sebe skla´da´me Kotzigovy matice
rozmeˇru (2, n) a (3, n). Vzˇdy si vsˇak mus´ı by´t rovny pocˇty sloupc˚u dany´ch ma-
tic. Jestlizˇe v Kotzigoveˇ matici rozmeˇru (2, n) jsou soucˇty ve sloupc´ıch stejne´ a v
Kotzigoveˇ matici rozmeˇru (3, n) jsou soucˇty ve sloupc´ıch take´ stejne´, pak slozˇena´
Kotzigova matice ma´ v kazˇde´m sloupci stejny´ soucˇet.
Definice 3.2. Kotzigova matice rˇa´du (m,n) existuje tehdy, je-lim > 1 am(n−1) ≡
0 (mod 2).
Pozna´mka. Tedy je-li m liche´, pak mus´ı by´t n take´ liche´. Pokud je m sude´, pak na
pariteˇ n neza´lezˇ´ı.
Veˇta 3.3. Necht’ G = (V,E) je libovolny´ graf rˇa´du n a za´rovenˇ plat´ı, zˇe m ∈ N\{1}
a m(n − 1) ≡ 0 (mod 2). Pak grafova´ kompozice G[Km] je degree-distance magic
graf.
16
Du˚kaz. Du˚kaz je konstruktivn´ı. Vı´me, zˇe Kotzigova matice bude existovat v teˇchto
prˇ´ıpadech.
i) Pokud m ≡ 1 (mod 2), pak v Kotzigoveˇ matici bude lichy´ pocˇet rˇa´dk˚u a
p˚uvodn´ı graf G = (V,E) mus´ı by´t rˇa´du n ∈ N ∧ n ≡ 1 (mod 2).
ii) Pokud m ≡ 0 (mod 2), pak v Kotzigoveˇ matici bude sudy´ pocˇet rˇa´dk˚u a
p˚uvodn´ı graf G = (V,E) bude libovolne´ho rˇa´du n ∈ N.
Kotzigova matice neexistuje tehdy, je-li graf G sude´ho rˇa´du n a soucˇasneˇ graf
Km liche´ho rˇa´du, pro m > 1.
Pro proveden´ı d˚ukazu si oznacˇme:
i) M je Kotzigova matice, ktera´ ma´ v kazˇde´m rˇa´dku cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., n}
a prvky matice oznacˇ´ıme aij,
ii) M˜ je tak zvana´ liftovana´ Kotzigova matice obsahuj´ıc´ı pra´veˇ cˇ´ısla z mnozˇiny
{1, 2, ...,mn} a prvky matice oznacˇ´ıme a˜ij,
iii) V (G) = {u1, u2, ..., un} vrcholy grafu G,
iv) V (Km) = {v1, v2, ..., vm} vrcholy grafu Km.
Oveˇrˇ´ıme na´sleduj´ıc´ı dva prˇedpoklady.
I) Mus´ıme sestavit liftovanou Kotzigovu matici tak, aby obsahovala vsˇechna cˇ´ısla
z mnozˇiny {1, 2, ...,mn}. Zobrazen´ı cˇ´ısel z mnozˇiny {1, 2, ...,mn} na vrcholy
grafove´ kompozice G[Km] bude injektivn´ı. Z matice M vznikne matice M˜ tak,
zˇe v matici M˜ se zˇa´dne´ cˇ´ıslo nebude opakovat. Mu˚zˇeme pouzˇ´ıt funkci
q((vi, uj)) = a˜ij = (i− 1)n+ aij,
kde uj je vrchol v p˚uvodn´ım grafu G a vi je vrchol v doplnˇku kompletn´ıho
grafu Km. Z p˚uvodn´ı Kotzigovy matice M dostaneme liftovanou Kotzigovu
matici M˜ , ve ktere´ v i-te´m rˇa´dku jsou pra´veˇ cˇ´ısla z mnozˇiny
{1 + (i− 1)n, 2 + (i− 1)n, ..., n+ (i− 1)n}.
Zde uzˇ je jasne´, zˇe zobrazen´ı vrchol˚u grafove´ kompozice G[Km] na cˇ´ısla z
mnozˇiny {1, 2, ...,mn} je injektivn´ı.
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Nezˇ budeme pokracˇovat v d˚ukazu veˇty, uvedeme si prˇ´ıklad Kotzigovy matice
a liftovane´ Kotzigovy matice, naprˇ´ıklad rozmeˇru (4, 6).

1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 5 6





1 2 3 4 5 6
12 11 10 9 8 7
13 14 15 16 17 18
24 23 22 21 20 19


Da´le uvedeme naprˇ´ıklad Kotzigovu matici a liftovanou Kotzigovu matici rozmeˇru
(3, 7). 
1 2 3 4 5 6 77 5 3 1 6 4 2




 1 2 3 4 5 6 714 12 10 8 13 11 9
18 19 20 21 15 16 17


II) V grafu G ma´ vrchol ui souseda uj, pro i, j ∈ {1, 2, ..., n} ∧ i 6= j, kdyzˇ uiuj
je hrana v G. Vezmeˇme si libovolny´ vrchol grafu G[Km], naprˇ´ıklad (u2, v2).











(u2, v2) (u5, v3)
(u5, v1)
(u5, v2)
Obra´zek 13: Cˇa´st grafu G[K3], zna´zorneˇn´ı vrcholu (u2, v2) a jeho soused˚u.
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Nyn´ı d˚ukaz dokoncˇ´ıme. Je potrˇeba vypocˇ´ıtat va´hu obecne´ho vrcholu (ui, vs),






























Va´ha obecne´ho vrcholu (ui, vs) v grafu G[Km] je rovna (mn + 1)/2, cˇ´ısla m
a n jsou konstanty. Tedy mu˚zˇeme psa´t, zˇe (mn + 1)/2 = k, kde k je magicka´
konstanta grafu G[Km] v degree-distance magic labelingu.
Vy´sˇe uvedeny´ d˚ukaz na´m soucˇasneˇ da´va´ take´ na´vod, jak zkonstruovat degree-
distance magic graf G[Km], kde G je graf rˇa´du n, avsˇak pouze za prˇedpokladu, zˇe
existuje Kotzigova matice s n sloupci a m rˇa´dky.
Prˇ´ıklad 3.4. Sestavme degree-distance magic graf S4[K3], ktery´ je zna´zorneˇny´ na
obra´zku 14. Prom = 3 a n = 5 mus´ıme zkonstruovat Kotzigovu maticiM se 3 rˇa´dky
a 5 sloupci. Pro zadany´ graf S4[K3] pomoc´ı funkce q uprav´ıme Kotzigovu matici M
na liftovanou Kotzigovu matici M˜ tak, aby v r˚uzny´ch rˇa´dc´ıch byla r˚uzna´ cˇ´ısla.
q((vi, uj)) = a˜ij = (i− 1)n+ aij
M =

1 2 3 4 55 3 1 4 2




 1 2 3 4 510 8 6 9 7



























Obra´zek 14: Grafy S4, K3 a degree-distance magic ohodnocen´ı grafu S4[K3].
Jestlizˇe ma´me liftovanou Kotzigovu matici M˜ , pak mu˚zˇeme ohodnotit vrcholy
grafu S4[K3] tak, zˇe cˇ´ısla z kazˇde´ho sloupce matice M˜ prˇiˇrad´ıme vrchol˚um, ktere´
odpov´ıdaj´ı jedne´ kopii grafu K3.
Pozna´mka. Prˇi grafove´ kompozici G[Km], m ∈ N \ {1} a m ≡ 0 (mod 2), je
vy´sledny´ graf vzˇdy sude´ho rˇa´du. Nav´ıc vy´sledny´ graf bude vzˇdy degree-distance
magic graf, jelikozˇ Kotzigova matice ma´ sudy´ pocˇet rˇa´dk˚u.
Vı´me, zˇe Kotzigova matice rozmeˇru (m,n) neexistuje tehdy, je-li m liche´ a n
je sude´. Mu˚zˇeme se tedy pta´t, zda existuje takovy´ graf G, aby grafova´ kompozice
G[Km] byla pro n sude´ a m liche´ degree-distance magic graf.
Proble´m 3.5. Existuje graf G = (V,E) rˇa´du n ≡ 0 (mod 2) takovy´, zˇe grafova´
kompozice G[Km], m ∈ N \ {1} a m ≡ 1 (mod 2) je degree-distance magic graf?
Veˇta 3.6. Graf Cn[Km], n ∈ N a n ≡ 0 (mod 4), m ∈ N \ {1} a m ≡ 1 (mod 2) je
degree-distance magic graf.
Drˇ´ıve nezˇ prˇistoup´ıme k d˚ukazu Veˇty 3.6, zavedeme na´sleduj´ıc´ı pojem.
Upravena´ Kotzigova matice
Uzˇ v´ıme, zˇe Kotzigova matice rozmeˇru (m,n) neexistuje tehdy, je-li m liche´ a
n je sude´. Navrhneme tedy novou konstrukci Kotzigovy matice tak, aby meˇla ve
sloupc´ıch dva r˚uzne´ soucˇty, kazˇdy´ z teˇchto soucˇt˚u bude v matici pra´veˇ n/2 kra´t.





j i = 1
2r + 2− 2j i = 2; 1 ≤ j ≤ r
4r + 1− 2j i = 2; r + 1 ≤ j ≤ 2r
r + j i = 3; 1 ≤ j ≤ r
j − r i = 3; r + 1 ≤ j ≤ 2r
Zaved’me upravenou Kotzigovu matici rozmeˇru (3, n), kde n = 2r.
 1 2 · · · r | r + 1 r + 2 · · · 2r2r 2r − 2 · · · 2 | 2r − 1 2r − 3 · · · 1
r + 1 r + 2 · · · 2r | 1 2 · · · r


Oznacˇme si sloupce matice jako s1, s2, ..., sn. Oveˇrˇ´ıme soucˇty ve sloupc´ıch upra-
vene´ Kotzigovy matice rozmeˇru (3, n). Ve sloupc´ıch s1 azˇ sn/2 jsou soucˇty
j + (2r + 2− 2j) + (r + j) = 3r + 2
a ve sloupc´ıch sn/2+1 azˇ sn jsou soucˇty
j + (4r + 1− 2j) + (−r + j) = 3r + 1.
Da´le zaved’me upravenou Kotzigovu matici rozmeˇru (2, n). Libovolny´ pocˇet teˇchto
matic mu˚zˇeme
”
prˇipojit“ za upravenou Kotzigovu matici rozmeˇru (3, n) jako nove´
rˇa´dky. (
1 2 · · · r | r + 1 r + 2 · · · 2r
2r 2r − 1 · · · r + 1 | r r − 1 · · · 1
)
Upravenou Kotzigovu matici s v´ıce rˇa´dky mu˚zˇeme konstruovat tak, zˇe pod sebe
skla´da´me matice rozmeˇru (2, n) a (3, n). Vzˇdy si vsˇak mus´ı by´t rovny pocˇty sloupc˚u
dany´ch matic.
My vsˇak potrˇebujeme, aby kazˇde´ cˇ´ıslo bylo v matici pra´veˇ jednou. Toho dosa´hneme
tak, zˇe pouzˇijeme funkci
q((vi, uj)) = a˜ij = (i− 1)n+ aij.
Vy´sledna´ matice bude liftovana´ upravena´ Kotzigova matice s vlastnostmi po-
psany´mi vy´sˇe.
Du˚kaz. Uveˇdomme si, zˇe pro graf Cn[Km] neexistuje Kotzigova matice rˇa´du (n,m),
kde n ≡ 0 (mod 4) a liche´ m. Pouzˇijeme vy´sˇe popsanou konstrukci liftovane´ upra-
vene´ Kotzigovy matice, kde ve sloupc´ıch ma´me dva r˚uzne´ soucˇty, kazˇdy´ z teˇchto
soucˇt˚u je v matici pra´veˇ n/2 kra´t.
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Kompozice Cn[Km] obsahuje n kopi´ı grafu Km. Zaved’me bijektivn´ı zobrazen´ı
f : Km → {1, 2, ..., n} tak, zˇe i-ta´ kopie Km soused´ı s (i − 1). kopi´ı a (i + 1). kopi´ı
Km. Pro i = 1 definujeme (i− 1). kopii Km jako n-tou kopii Km. Pro i = n definu-
jeme (i+ 1). kopii Km jako 1. kopii Km.
Pokud:
• i ≡ 1 (mod 4) ∨ i ≡ 2 (mod 4), pak prˇiˇrad’me i-te´ kopii Km oznacˇen´ı Ai.
• i ≡ 3 (mod 4) ∨ i ≡ 0 (mod 4), pak prˇiˇrad’me i-te´ kopii Km oznacˇen´ı Bi.
Kopi´ı oznacˇeny´ch Ai je stejneˇ, jako oznacˇeny´ch Bi a to pra´veˇ n/2. Zmeˇnˇme
index kopi´ı oznacˇeny´ch jako Ai tak, aby i ∈ {1, 2, ..., n/2} a zmeˇnˇme index kopi´ı
oznacˇeny´ch jako Bi tak, aby i ∈ {n/2 + 1, n/2 + 2, ..., n}. Kazˇda´ kopie grafu Km




Obra´zek 15: Graf C4[K3] a oznacˇen´ı kopi´ı K3.
Oznacˇme sloupce liftovane´ upravene´ Kotzigovy matice M˜ jako s1, s2, ..., sn. Slou-
pec sp : p ∈ {1, 2, ..., n/2} prˇiˇrad´ıme kopii oznacˇene´ jako Ai, pokud i = p. Sloupec
sq : q ∈ {n/2 + 1, n/2 + 2, ..., n} prˇiˇrad´ıme kopii oznacˇene´ jako Bi, pokud i = q.
Nakonec vrchol˚um dane´ kopie Km injektivneˇ prˇiˇrad´ıme cˇ´ısla prˇ´ıslusˇne´ho sloupce.
Z definice upravene´ Kotzigovy matice je jasne´, zˇe prˇ´ıslusˇna´ liftovana´ Kotzigova
matice bude obsahovat kazˇde´ cˇ´ıslo z mnozˇiny {1, 2, ...,mn} pra´veˇ jednou. Jsou take´
zarucˇeny konstantn´ı soucˇty v leve´ i prave´ polovineˇ upravene´ Kotzigovy matice.
Kazˇdy´ vrchol ma´ pra´veˇ 2m soused˚u, m soused˚u prˇ´ıslusˇ´ı kopii grafu Km oznacˇene´
jako A a dalˇs´ıch m soused˚u prˇ´ıslusˇ´ı kopii grafu Km oznacˇene´ jako B.
Pro vyja´drˇen´ı va´hy vrcholu si oznacˇ´ıme:
i) V (Cn) = {u1, u2, ..., un} vrcholy grafu Cn,
ii) V (Km) = {v1, v2, ..., vm} vrcholy grafu Km,
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iii) ssp : p ∈ {1, 2, ..., n/2} soucˇet p-te´ho sloupce,
iv) ssq : q ∈ {n/2 + 1, n/2 + 2, ..., n} soucˇet q-te´ho sloupce.







Nyn´ı je uzˇ jasne´, zˇe kazˇdy´ vrchol bude mı´t stejnou va´hu a vy´sledny´ graf bude
distance magic graf, nav´ıc bude soucˇasneˇ i degree-distance magic graf.
Prˇ´ıklad 3.7. Sestavme degree-distance magic graf C4[K3], ktery´ je zna´zorneˇny´ na
obra´zku 16. Nejprve provedeme konstrukci upravene´ Kotzigovy matice M , ktera´
obsahuje dva r˚uzne´ soucˇty (konkre´tneˇ soucˇty 7 a 8), kazˇdy´ pra´veˇ dvakra´t. Pomoc´ı
funkce q uprav´ıme upravenou Kotzigovu matici M na liftovanou upravenou Kotzi-
govu matici M˜ , kde kazˇde´ cˇ´ıslo z mnozˇiny {1, 2, ..., 12} je pra´veˇ jednou.
q((vi, uj)) = a˜ij = (i− 1)n+ aij
M =

3 2 4 14 3 1 2




3 2 4 18 7 5 6















Obra´zek 16: Graf C4[K3].
Mu˚zˇeme vyuzˇ´ıt konstrukce z d˚ukazu Veˇty 3.6 neboli konstrukce degree-distance
magic graf˚u Cn[Km], kde n ∈ N∧n ≡ 0 (mod 4), m ∈ N\{1}∧m ≡ 1 (mod 2) tak,
zˇe budeme i kopi´ı takovy´ch graf˚u
”
skla´dat“ na sebe podle na´sleduj´ıc´ı konstrukce.




• Jesˇteˇ prˇed proveden´ım grafove´ kompozice si vezmeme i kopi´ı graf˚u Cn, pro
n ∈ N ∧ n ≡ 0 (mod 4) a obarv´ıme je dveˇma barvami tak, aby kazˇdy´ vrchol
meˇl jednoho souseda prvn´ı barvy a jednoho souseda druhe´ barvy. Nyn´ı vybe-
reme libovolne´ dva spra´vneˇ obarvene´ grafy Cn a druhy´ graf polozˇ´ıme na prvn´ı
tak, zˇe vybereme v druhe´m grafu jeden vrchol obarveny´ prvn´ı barvou a jeden
vrchol obarveny´ druhou barvou a ztotozˇn´ıme je s vrcholy prvn´ıho grafu vzˇdy
stejne´ barvy. Nesmı´me vsˇak vybrat v obou grafech sousedn´ı vrcholy, nebot’ po
slepen´ı graf˚u nemu˚zˇeme mı´t zdvojene´ hrany.
• U kazˇde´ho grafu Cn[Km] z celkoveˇ i teˇchto graf˚u postupujme jako v prˇedchoz´ım
d˚ukazu, kde jsme si oznacˇili kopie grafu Km p´ısmeny A a B. Kdyzˇ ma´me grafy
Cn[Km] oznacˇeny, mu˚zˇeme grafy ”
skla´dat“ na sebe na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem.
Vezmeme jeden graf Cn[Km] a ten prˇelozˇ´ıme druhy´m grafem Cn[Km]. U druhe´ho
grafu vybereme jednu kopii Km typu A a jej´ı vrcholy ztotozˇn´ıme s vrcholy
jake´koliv kopie Km typu A prvn´ıho grafu, da´le u druhe´ho grafu vybereme
jednu kopii Km typu B a jej´ı vrcholy ztotozˇn´ıme s vrcholy jake´koli kopie Km
typu B prvn´ıho grafu. Nesmı´me vsˇak vybrat v obou grafech sousedn´ı kopieKm.
Vy´sˇe popsanou konstrukci mu˚zˇeme zobecnit tak, zˇe prˇed proveden´ım grafove´
kompozice si vezmeme i kopi´ı graf˚u Cn, pro n ∈ N ∧ n ≡ 0 (mod 4) a obarv´ıme
je dveˇma barvami tak, aby kazˇdy´ vrchol meˇl jednoho souseda prvn´ı barvy a jed-
noho souseda druhe´ barvy. Nyn´ı vybereme libovolne´ dva spra´vneˇ obarvene´ grafy
Cn a druhy´ graf polozˇ´ıme na prvn´ı tak, zˇe vybereme v druhe´m grafu t vrchol˚u
obarveny´ch prvn´ı barvou a t vrchol˚u obarveny´ch druhou barvou a ztotozˇn´ıme je
s vrcholy prvn´ıho grafu vzˇdy stejne´ barvy. Alesponˇ v jednom z teˇchto dvou graf˚u
Cn bude platit, zˇe indukovany´ podgraf tvorˇeny´ takovy´mi 2t vrcholy bude obsahovat




skla´dat“ r˚uzneˇ dlouhe´ cykly. Na obra´zku 17 jsou zna´zorneˇny
dva grafy, graf vlevo je
”
slozˇeny´“ ze dvou cykl˚u C8 a graf vpravo je ”
slozˇeny´“ z
cyklu C8 a cyklu C16. U grafu vpravo si vsˇimneˇme, zˇe indukovany´ podgraf tvorˇeny´
vybrany´mi vrcholy cyklu C16 obsahuje pouze izolovane´ vrcholy, avsˇak indukovany´
podgraf tvorˇeny´ vybrany´mi vrcholy cyklu C8 neobsahuje pouze izolovane´ vrcholy,
ale take´ jednu hranu.
Veˇta 3.8. Jestlizˇe existuje vrcholove´ obarven´ı grafu G = (V,E) takove´, aby pro
kazˇdy´ vrchol ui ∈ V platilo, zˇe ma´ pra´veˇ deg(ui)/2 soused˚u prvn´ı barvy, deg(ui)/2


























Obra´zek 17: Dva obarvene´ grafy slozˇene´ z cykl˚u.
vrchol˚u obarveny´ch druhou barvou, pak grafova´ kompozice G[Km], kde m > 1 je
degree-distance magic graf.
Veˇta 3.8 je zobecneˇn´ım Veˇty 3.6 a opeˇt vyuzˇ´ıva´ konstrukci upravene´ Kotzigovy
matice. Du˚kaz Veˇty 3.8 vycha´z´ı z d˚ukazu Veˇty 3.6.
Du˚kaz. Graf G rˇa´du n ma´ n/2 vrchol˚u prvn´ı barvy a n/2 vrchol˚u druhe´ barvy.
Tento prˇedpoklad je d˚ulezˇity´, protozˇe mu˚zˇeme vyuzˇ´ıt konstrukci upravene´ Kotzi-
govy matice, kde ma´me zarucˇeny konstantn´ı soucˇty v leve´ i prave´ polovineˇ upravene´
Kotzigovy matice.
Pro vyja´drˇen´ı va´hy vrcholu si oznacˇ´ıme:
i) V (C) = {u1, u2, ..., un} vrcholy grafu G,
ii) V (Km) = {v1, v2, ..., vm} vrcholy grafu Km,
iii) ssA : A ∈ {1, 2, ..., n/2} soucˇet libovolne´ho sloupce prvn´ı poloviny upravene´
Kotzigovy matice,
iv) ssB : B ∈ {n/2 + 1, n/2 + 2, ..., n} soucˇet libovolne´ho sloupce druhe´ poloviny
upravene´ Kotzigovy matice.
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Vı´me, zˇe kazˇdy´ vrchol grafu G ma´ deg(ui)/2 soused˚u prvn´ı barvy a deg(ui)/2
soused˚u druhe´ barvy. Mu˚zˇeme tedy vyja´drˇit va´hu obecne´ho vrcholu (ui, vs), kde
i ∈ {1, 2, ..., n} a s ∈ {1, 2, ...,m}.
w((ui, vs)) =








Va´hu obecne´ho vrcholu (ui, vs) v grafu G[Km] jsme vyja´drˇili. Mu˚zˇeme psa´t, zˇe
ssA + ssB
2 ·m = k,
kde k je magicka´ konstanta grafu G[Km] v degree-distance magic labelingu a zna´me
hodnoty ssA a ssB .
Navrhneˇme konstrukci graf˚u, pro ktere´ plat´ı, zˇe kazˇdy´ vrchol ui ∈ V ma´ pra´veˇ
deg(ui)/2 soused˚u prvn´ı barvy, deg(ui)/2 soused˚u druhe´ barvy a pocˇet vrchol˚u obar-
veny´ch prvn´ı barvou je stejny´ jako pocˇet vrchol˚u obarveny´ch druhou barvou.
Zaby´vat se budeme grafy Cn[Km], kde n ∈ N ∧ n ≡ 0 (mod 4) ∧ n ≥ 12.
Prˇedpokla´dejme, zˇe ma´me spra´vneˇ obarveny´ graf Cn tak, zˇe kazˇdy´ vrchol ma´ jednoho
souseda prvn´ı barvy a jednoho souseda druhe´ barvy. Konstrukce takove´ho grafu je
popsa´na v d˚ukazu Veˇty 3.6.
Ve spra´vneˇ obarvene´m grafu Cn ztotozˇn´ıme dva vrcholy stejne´ barvy tak, abychom
vytvorˇili trojcyklus. Da´le ztotozˇn´ıme dva vrcholy druhe´ stejne´ barvy tak, abychom
vytvorˇili dalˇs´ı trojcyklus a za´rovenˇ (n − 6)-cyklus a nejkratsˇ´ı cesta od prvn´ıho
ztotozˇneˇne´ho vrcholu k druhe´mu ztotozˇneˇne´mu vrcholu je (n− 6)/2. Takovy´ graf je
zna´zorneˇn na obra´zc´ıch 18 a 19. Graf znacˇ´ıme Dn (z anglicke´ho ”
candy“), protozˇe






















Obra´zek 19: Vrcholove´ obarven´ı grafu D16.
3.1 Grafy s vrcholy liche´ho stupneˇ
Meˇjme graf G = (V,E) rˇa´du n. Z Veˇty 2.8 (Princip sudosti) v´ıme, zˇe neexistuje graf
liche´ho rˇa´du se vsˇemi vrcholy liche´ho stupneˇ.
Proble´m 3.9. Existuje degree-distance magic graf rˇa´du n ≡ 0 (mod 2), kde ma´
kazˇdy´ vrchol vi stupenˇ vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2)?
Prozkouma´n´ım podgrafu indukovane´ho na vrcholech s lichy´m ohodnocen´ım umı´me
doka´zat na´sleduj´ıc´ı veˇtu.
Veˇta 3.10. Neexistuje graf G = (V,E) rˇa´du n ≡ 2 (mod 4), kde ma´ kazˇdy´ vrchol
vi stupenˇ vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2).
Du˚kaz. Du˚kaz provedeme tak, zˇe vyja´drˇ´ıme magickou konstantu k dveˇma r˚uzny´mi
zp˚usoby, metodou dvoj´ıho pocˇ´ıta´n´ı. V prvn´ım vyja´drˇen´ı magicke´ konstanty k pro-
vedeme metodu dvoj´ıho pocˇ´ıta´n´ı soucˇtu vsˇech vah.
I) Prvn´ı vyja´drˇen´ı magicke´ konstanty k provedeme tak, zˇe porovna´me na´sleduj´ıc´ı
dveˇ vyja´drˇen´ı.
i) Vı´me, zˇe z Definice 3.1 plat´ı






Da´le vyja´drˇ´ıme soucˇet ohodnocen´ı soused˚u vrcholu vi v grafu G = (V,E),
kde vi ∈ V . ∑
vi∈V
k · deg(vi) = k
∑
vi∈V
deg(vi) = k · 2|E| (1)
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i · deg(vi). (2)
U vyja´drˇen´ı (2) si vsˇimneˇme, zˇe paritu i-te´ho soucˇtu sumy urcˇuje vy´hradneˇ
cˇ´ıslo i, jelikozˇ vsˇechny stupneˇ vrchol˚u deg(vi) jsou liche´. Vyja´drˇen´ı (1) a
(2) se sobeˇ mus´ı nutneˇ rovnat. Vyja´drˇeme si z rovnosti (1) a (2) magickou
konstantu k.













je liche´ cˇ´ıslo, 2|E| ve jmenovateli je sude´ cˇ´ıslo. Prvn´ı vyja´drˇen´ı magicke´ kon-
stanty k ma´me.








V cˇitateli mu˚zˇe by´t sude´ nebo liche´ cˇ´ıslo a ve jmenovateli je vzˇdy liche´ cˇ´ıslo.
Vyja´drˇen´ı (3) a (4) konstanty k jsou spra´vneˇ. Neshoduj´ı se v pariteˇ cˇitatele
a jmenovatele, tud´ızˇ degree-distance magic graf rˇa´du n ≡ 2 (mod 4), kde ma´
kazˇdy´ vrchol vi stupenˇ vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2), nemu˚zˇe existovat.
Naznacˇ´ıme neshodu parity cˇitatele a jmenovatele ve vyja´drˇen´ı (3) a (4).
L
S
6= S ∨ L
L
,
kde S reprezentuje sude´ cˇ´ıslo a L reprezentuje liche´ cˇ´ıslo.
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Vyrˇesˇili jsme trˇi cˇtvrtiny Proble´mu 3.9. Sta´le vsˇak z˚usta´va´ otevrˇeny´ proble´m,
zda existuje degree-distance magic graf rˇa´du n ≡ 0 (mod 4), kde ma´ kazˇdy´ vrchol
vi stupenˇ vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2).
S vyuzˇit´ım Veˇty 3.27 z pozdeˇjˇs´ı kapitoly lze doka´zat na´sleduj´ıc´ı veˇtu, ktera´ kom-
pletneˇ rˇesˇ´ı Proble´m 3.9. Na´sleduj´ıc´ı veˇta byla doka´za´na teˇsneˇ prˇed odevzda´n´ım
bakala´rˇske´ pra´ce.
Veˇta 3.11. Neexistuje degree-distance magic graf G rˇa´du n ≡ 0 (mod 2), kde ma´
alesponˇ jeden vrchol vi stupenˇ vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2).
Du˚kaz. Du˚kaz provedeme tak, zˇe vyja´drˇ´ıme magickou konstantu k dveˇma r˚uzny´mi
zp˚usoby, metodou dvoj´ıho pocˇ´ıta´n´ı.
I) Magicka´ konstanta degree-distance magic grafu je podle Veˇty 3.27 rovna
(n + 1)/2. Jestlizˇe pocˇet vrchol˚u grafu G je sudy´, pak magicka´ konstanta k





kde L reprezentuje liche´ cˇ´ıslo.
II) Vı´me, zˇe z Definice 3.1 plat´ı






Pokud ma´ alesponˇ jeden vrchol vi stupenˇ vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2), pak





kde L reprezentuje liche´ cˇ´ıslo a X reprezentuje soucˇet ohodnocen´ı soused˚u.
Docha´z´ı k neshodeˇ parity vyja´drˇen´ı magicke´ konstanty k a magicke´ konstanty k˜
u vrcholu vi, ktery´ ma´ stupenˇ vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2). Neexistuje tedy degree-
distance magic graf sude´ho rˇa´du, kde ma´ alesponˇ jeden vrchol vi stupenˇ vrcholu
deg(vi) ≡ 1 (mod 2).
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3.2 Pravidelne´ grafy
Nyn´ı prozkouma´me vztah mezi distance magic labelingem a degree-distance magic
labelingem pravidelny´ch graf˚u.
Veˇta 3.12. Kazˇdy´ pravidelny´ distance magic graf G = (V,E) je za´rovenˇ pravidelny´
degree-distance magic graf.
Du˚kaz. Pro vsˇechny vrcholy vi pravidelne´ho distance magic grafu G = (V,E) plat´ı,
∀vi ∈ V (G) : deg vi = r,
kde r je prˇirozene´ cˇ´ıslo. Z definice distance magic labelingu v´ıme, zˇe pro graf G
existuje distance magic labeling f a magicka´ konstanta k.∑
u∈N(v)
f(u) = k












U graf˚u s distance magic labelingem a degree-distance magic labelingem se budou
liˇsit pouze konstanty k a k˜. Jestlizˇe je graf r-pravidelny´, pak je cˇ´ıslo ve jmenovateli
stejne´ pro kazˇdy´ vrchol a je tedy jasne´, zˇe mnozˇina pravidelny´ch distance magic
graf˚u je totozˇna´ s mnozˇinou pravideny´ch degree-distance magic graf˚u.
Nav´ıc si mu˚zˇeme uveˇdomit, zˇe mnozˇina pravidelny´ch degree-distance magic graf˚u
je vlastn´ı podmnozˇinou degree-distance magic graf˚u. Nepravidelne´ degree-distance
magic grafy lze konstruovat naprˇ´ıklad pomoc´ı Veˇty 3.3.
3.3 Distance magic labeling a degree-distance magic labe-
ling
Nyn´ı prozkouma´me vztah mezi distance magic labelingem a degree-distance ma-
gic labelingem nepravidelny´ch graf˚u. Veˇta 3.13 je citova´na ze cˇla´nku [1], shrnuje
existenci distance magic labelingu vybrany´ch za´kladn´ıch trˇ´ıd graf˚u.
Veˇta 3.13. • Distance magic labeling grafu Pn existuje pouze pokud n ∈ {1, 3}.
• Distance magic labeling grafu Cn existuje pouze pokud n = 4.
• Distance magic labeling grafu Kn existuje pouze pokud n = 1.
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• Distance magic labeling grafu Wn existuje pouze pokud n = 4.
Veˇta 3.14 je citova´na ze cˇla´nku [1].





Pak existuje distance magic labeling kompletn´ıho multipartitn´ıho grafu Ha1,··· ,ap
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ jsou splneˇny na´sleduj´ıc´ı podmı´nky:
• a2 ≥ 2,




(n+ 1− j) ≥ in(n+1)
2p

































































Obra´zek 20: Distance magic labelingy pro kompletn´ı bipartitn´ı grafy na 16 vrcholech.
Proble´m 3.15. Existuje distance magic graf G = (V,E), ktery´ by soucˇasneˇ nebyl
degree-distance magic graf?
Vı´me, zˇe dany´ graf G = (V,E) nemu˚zˇe by´t pravidelny´, protozˇe pak by podle
veˇty 3.12 byl degree-distance magic graf. Odpoveˇd’ na tento proble´m da´ Veˇta 3.14
s Veˇtou 3.16.
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Veˇta 3.16. Degree-distance magic labeling grafu Km,n neexistuje pra´veˇ tehdy, kdyzˇ
je m a n liche´.
Du˚kaz. Rozdeˇl´ıme d˚ukaz do dvou cˇa´st´ı. V prvn´ı cˇa´sti d˚ukazu uka´zˇeme, zˇe neexistuje
degree-distance magic labeling grafu Km,n, pokud je m a n liche´. Ve druhe´ cˇa´sti
d˚ukazu navrhneme konstrukci degree-distance magic labelingu grafu Km,n.
I) Ukazˇme, zˇe neexistuje degree-distance magic labeling grafu Km,n, pokud je m
a n liche´.
Uvazˇujme mnozˇinu kompletn´ıch bipartitn´ıch graf˚uKm,n, kde ma´ jedna ze dvou
partit grafu m vrchol˚u a druha´ n vrchol˚u. V partiteˇ, kde je m vrchol˚u, ma´
kazˇdy´ vrchol stupenˇ n a v partiteˇ, kde je n vrchol˚u, ma´ kazˇdy´ vrchol stupenˇ
m.
Pro degree-distance magic grafy Km,n plat´ı, zˇe existuje zobrazen´ı f : V →





Pro proveden´ı d˚ukazu si oznacˇme soucˇet mnozˇiny cˇ´ısel {1, 2, ...,m+ n} jako
s =
(1 +m+ n)(m+ n)
2
,
kde s ∈ N. Da´le meˇjme libovolne´ prˇirozene´ cˇ´ıslo c ∈ N, pro ktere´ plat´ı c < s.
Jelikozˇ kazˇdy´ vrchol v partiteˇ m ma´ n soused˚u, pak mus´ı platit, zˇe soucˇet
ohodnocen´ı vrchol˚u v partiteˇ s n vrcholy vydeˇleny´ pocˇtem vrchol˚u v par-
titeˇ s n vrcholy, se mus´ı rovnat soucˇtu ohodnocen´ı vrchol˚u v partiteˇ s m vr-














m(1 +m+ n)(m+ n)
2










Nyn´ı uzˇ snadno dopocˇ´ıta´me soucˇet ohodnocen´ı vrchol˚u v partiteˇ m.
s− c = (1 +m+ n)(m+ n)
2





Ma´me soucˇty ohodnocen´ı vrchol˚u v partiteˇm i n. Z teˇchto dvou soucˇt˚u je jasne´,
zˇe pokud obeˇ partity budou mı´t lichy´ pocˇet vrchol˚u, pak nebude existovat
degree-distance magic labeling, protozˇe cˇitatel obou zlomk˚u bude liche´ cˇ´ıslo,
prˇicˇemzˇ c i (s− c) jsou prˇirozena´ cˇ´ısla.
II) Navrhneˇme konstrukci degree-distance magic labelingu grafu Km,n, pokud ma´
alesponˇ jedna partita sudy´ pocˇet vrchol˚u.
Jelikozˇ plat´ı, zˇe Km,n je isomorfn´ı s Kn,m, budeme pozˇadovat, aby pocˇet vr-
chol˚u v partiteˇ s m vrcholy byl sudy´. Rozdeˇlme mnozˇinu cˇ´ısel {1, 2, ...,m+n}



















+ n+ 2, ...,m+ n
}









+ n+ 2, ...,m+ n
}
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Mus´ıme uka´zat, zˇe soucˇet ohodnocen´ı vrchol˚u v partiteˇ s n vrcholy vydeˇleny´
pocˇtem vrchol˚u v partiteˇ s n vrcholy se bude rovnat soucˇtu ohodnocen´ı vrchol˚u




















































Vid´ıme, zˇe soucˇet ohodnocen´ı vrchol˚u v partiteˇ s n vrcholy vydeˇleny´ pocˇtem
vrchol˚u v partiteˇ s n vrcholy je rovnen soucˇtu ohodnocen´ı vrchol˚u v partiteˇ s
m vrcholy vydeˇlene´ho pocˇtem vrchol˚u v partiteˇ s m vrcholy. Degree-distance
magic labeling grafuKm,n existuje, pokud ma´ alesponˇ jedna partita sudy´ pocˇet
vrchol˚u.
Vı´me, kdy neexistuje degree-distance magic labeling grafu Km,n. Veˇta 3.14 na´m
rˇ´ıka´, kdy existuje distance magic labeling grafu Km,n. Pokusme se naj´ıt nekonecˇneˇ
mnoho nepravidelny´ch graf˚u, pro ktere´ existuje distance magic labeling a neexistuje
degree-distance magic labeling.
Zkusme naprˇ´ıklad grafy Km−2,m, kde m je liche´ a ukazˇme, zˇe m ≥ 4. Z Veˇty
3.16 v´ıme, zˇe neexistuje degree-distance magic labeling grafu Km−2,m pro liche´ m,
protozˇe obeˇ partity by meˇly lichy´ pocˇet vrchol˚u. Mus´ıme oveˇrˇit podmı´nky Veˇty 3.14,
abychom zjistili, zda Km−2,m ma´ distance magic labeling.
• a2 ≥ 2
Podmı´nka m ≥ 2 plat´ı, dokonce mus´ı platit m ≥ 3, protozˇe nejmensˇ´ı mozˇny´
graf je K1,3.
• n(n+ 1) ≡ 0 (mod 2p), kde n = sp = |V (Ha1,··· ,ap)|
Oznacˇme si m = 2t+ 1, kde t je prˇirozene´ cˇ´ıslo. Pak mu˚zˇeme prˇepsat Km−2,m
na K2t−1,2t+1.
n = 2t− 1 + 2t+ 1 = 4t
n(n+ 1) ≡ 0 (mod 4)
4t(4t+ 1) ≡ 0 (mod 4) (5)




(n+ 1− j) ≥ in(n+1)
2p
pro 1 ≤ i ≤ p
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Vyrˇesˇ´ıme nerovnici pro i = 1:
m−2∑
j=1




(2m− 2 + 1)−
m−2∑
j=1





j ≥ (m− 1)(2m− 1)
2
m2 − 4m+ 1 ≥ 0
Nerovnice ma´ kladna´ rˇesˇen´ı na intervalu m ∈ 〈4,∞).
Vyrˇesˇ´ıme nerovnici pro i = 2:
2m−2∑
j=1




(2m− 2 + 1)−
2m−2∑
j=1




j ≥ (m− 1)(2m− 1)
(2m− 2)(2m− 1)− (2m− 2)(2m− 1)
2
≥ (m− 1)(2m− 1)
(2m− 2)(2m− 1)
2
≥ (m− 1)(2m− 1)
(m− 1)(2m− 1) ≥ (m− 1)(2m− 1)
Nerovnice je vzˇdy splneˇna.
Vsˇechny prˇedpoklady jsou splneˇny, existuje tedy distance magic labeling grafu
Km−2,m, kde m je liche´ a m ≥ 4. Nepravidelne´ grafy, pro ktere´ existuje distance
magic labeling a neexistuje degree-distance magic labeling, jsou Km−2,m, kde m je
liche´ a m ≥ 4.
Nyn´ı se pokusme naj´ıt nekonecˇneˇ mnoho nepravidelny´ch graf˚u, pro ktere´ exis-
tuje distance magic labeling i degree-distance magic labeling.
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Zkusme naprˇ´ıklad grafy Km−1,m, kde m je sude´ a m ≥ 2. Z Veˇty 3.16 v´ıme,
zˇe degree-distance magic labeling grafu Km−1,m existuje. Mus´ıme oveˇrˇit podmı´nky
Veˇty 3.14, abychom zjistili, zda Km−1,m ma´ distance magic labeling.
• a2 ≥ 2
Podmı´nka m ≥ 2 jisteˇ plat´ı, nejmensˇ´ı mozˇny´ graf je K1,2.
• n(n+ 1) ≡ 0 (mod 2p), kde n = sp = |V (Ha1,··· ,ap)|
Oznacˇme si m = 2t, kde t je prˇirozene´ cˇ´ıslo. Pak mu˚zˇeme prˇepsat Km−1,m na
K2t−1,2t.
n = 2t− 1 + 2t = 4t− 1
n(n+ 1) ≡ 0 (mod 4)
(4t− 1)(4t− 1 + 1) ≡ 0 (mod 4)
(4t− 1)4t ≡ 0 (mod 4) (6)




(n+ 1− j) ≥ in(n+1)
2p
pro 1 ≤ i ≤ p
Vyrˇesˇ´ıme nerovnici pro i = 1:
m−1∑
j=1












j ≥ (2m− 1)m
2
(m− 1)4m−m(m− 1) ≥ (2m− 1)m
m2 − 2m ≥ 0
Nerovnice ma´ kladna´ rˇesˇen´ı na intervalu m ∈ 〈2,∞).
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Vyrˇesˇ´ıme nerovnici pro i = 2:
2m−1∑
j=1











j ≥ m(2m− 1)
4m2 − 2m− 2m2 +m ≥ 2m2 −m
4m2 − 2m ≥ 4m2 − 2m
Nerovnice je vzˇdy splneˇna.
Vsˇechny prˇedpoklady jsou splneˇny, existuje tedy distance magic labeling i degree-
distance magic labeling grafu Km−1,m, kde m je sude´ a m ≥ 2. Nepravidelne´ grafy,
pro ktere´ existuje distance magic labeling i degree-distance magic labeling, jsou
Km−1,m, kde m je sude´ a m ≥ 2.
Proble´m 3.17. Existuje graf, pro ktery´ existuje degree-distance magic labeling a
neexistuje distance magic labeling?
Odpoveˇd’ na tento proble´m da´ Veˇta 3.14 s Veˇtou 3.16.
Veˇta 3.18. Pro graf K2,n, kde n ∈ N : n ≥ 5, existuje degree-distance magic
labeling a neexistuje distance magic labeling.
Du˚kaz. Pro distance magic graf K2,n plat´ı, zˇe soucˇty v obou partita´ch si jsou rovny.
Vrcholy grafu K2,n zobrazujeme na cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., n, n+1, n+2}, celkovy´
pocˇet vrchol˚u je n + 2. Pokud bychom chteˇli sestrojit distance magic graf K2,n,
budeme muset v partiteˇ se dveˇma vrcholy pouzˇ´ıt co nejvysˇsˇ´ı cˇ´ısla.
Chceme naj´ıt takove´ prˇirozene´ cˇ´ıslo n, pro ktere´ plat´ı, zˇe soucˇet cˇ´ısel (n + 2) a
(n+ 1) je mensˇ´ı nezˇ soucˇet cˇ´ısel z mnozˇiny {1, 2, ..., n}.
(n+ 2) + (n+ 1) <
(1 + n)n
2
4n+ 6 < n2 + 5n+ 6
−n2 + 3n+ 6 < 0
Kvadraticka´ nerovnice ma´ kladne´ rˇesˇen´ı pouze pro n ∈ 〈1, 4〉. Tedy pro n ≥ 5
neexistuje distance magic labeling grafu K2,n.
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Pozna´mka. Vy´sˇe uvedeny´ d˚ukaz bychom mohli obdobneˇ pouzˇ´ıt na kompletn´ı bi-
partitn´ı grafy Km,n+m, kde jedna partita bude obsahovat tak ma´lo vrchol˚u, aby ne-
existoval distance magic labeling dane´ho grafu Km,n+m. Chteˇli bychom naj´ıt takove´
prˇirozene´ cˇ´ıslo n, pro ktere´ plat´ı, zˇe soucˇet cˇ´ısel z mnozˇiny {(n+1), (n+2), ..., (n+m)}
je mensˇ´ı nezˇ soucˇet cˇ´ısel z mnozˇiny {1, 2, ..., n}. Mus´ıme vsˇak vz´ıt v potaz Veˇtu 3.16
o existenci degree-distance magic labelingu pro kompletn´ı bipartitn´ı grafy Km,n.
(n+m) + · · ·+ (n+ 2) + (n+ 1) < (1 + n)n
2





−n2 +m2 + 2nm− n+m < 0
−n2 + (2m− 1)n+ (m2 +m)1 < 0 (7)
Vyrˇesˇ´ıme kvadratickou nerovnici (7) s parametrem m.
D = (2m− 1)2 + 4(m2 +m)
D = 8m2 + 1
Diskriminant je kladny´ prˇi libovolne´m parametru m. Kvadraticka´ nerovnice ma´ dva
korˇeny x1 a x2.
x1 =
−(2m− 1) +√8m2 + 1
−2
x2 =
−(2m− 1)−√8m2 + 1
−2
Zaj´ıma´ na´s mnozˇina rˇesˇen´ı 〈dmax(x1, x2)e,∞). Jestlizˇe ma´me zadany´ parametr
m, pak vypocˇ´ıta´me, jake´ mus´ı by´t minima´lneˇ n, aby pro graf Km,n+m neexistoval
distance magic labeling.








Obra´zek 21: Degree-distance magic labeling grafu K2,5.
Vsˇimneˇme si, zˇe distance magic labeling grafu K2,5 opravdu neexistuje, jelikozˇ
soucˇet dvou nejvysˇsˇ´ıch cˇ´ısel je 13 a soucˇet zby´vaj´ıc´ıch cˇ´ısel je 15. Soucˇet ohodnocen´ı
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v partiteˇ s dveˇma vrcholy nikdy nebude roven soucˇtu ohodnocen´ı v partiteˇ s peˇti
vrcholy.
3.3.1 Zna´zorneˇn´ı distance magic graf˚u a degree-distance magic graf˚u
DDM
DMPDM=PDDM
Obra´zek 22: Zna´zorneˇn´ı DM, DDM, PDM a PDDM graf˚u Vennovy´m diagramem.
Mnozˇiny distance magic graf˚u, degree-distance magic graf˚u a pravidelny´ch graf˚u
jsou zna´zorneˇny na obra´zku 22. Mnozˇiny zna´zorneˇne´ cˇernou barvou ve Vennoveˇ di-
agramu neobsahuj´ı zˇa´dne´ grafy a jsou pra´zdne´. Neexistuje totizˇ takovy´ pravidelny´
graf, ktery´ by meˇl bud’ pouze distance magic labeling nebo pouze degree-distance
magic labeling, protozˇe pravidelny´ graf ma´ podle Veˇty 3.12 bud’ soucˇasneˇ distance
magic labeling i degree-distance magic labeling nebo ani jeden labeling.
Vı´me, zˇe mnozˇina pravidelny´ch degree-distance magic graf˚u (PDDM) je vlastn´ı
podmnozˇina degree-distance magic graf˚u (DDM) a mnozˇina pravidelny´ch distance
magic graf˚u (PDM) je vlastn´ı podmnozˇina distance magic graf˚u (DM).
Mnozˇina vsˇech pravidelny´ch graf˚u je zna´zorneˇna zelenou barvou ve Vennoveˇ di-
agramu. Z Veˇty 3.12 v´ıme, zˇe mnozˇina pravidelny´ch distance magic graf˚u (PDM)
je totozˇna´ s mnozˇinou pravidelny´ch degree-distance magic graf˚u (PDDM). Zna´me
nekonecˇneˇ mnoho pravidelny´ch graf˚u, ktere´ maj´ı distance magic labeling a za´rovenˇ
degree-distance magic labeling. Naprˇ´ıklad z Veˇty 3.6 v´ıme, zˇe grafy Cn[Km], kde
n ∈ N ∧ n ≡ 0 (mod 4) a m ∈ N \ {1} ∧ m ≡ 1 (mod 2) jsou pravidelne´ grafy a
maj´ı distance magic labeling i degree-distance magic labeling.
Z Veˇty 3.16 v´ıme, zˇe degree-distance magic labeling grafu Km,n neexistuje pra´veˇ
tehdy, jestlizˇe je m a n liche´. V ostatn´ıch prˇ´ıpadech zna´me degree-distance magic
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labeling grafu Km,n.
Pravidelne´ grafy, ktere´ nemaj´ı distance magic labeling ani degree-distance magic
labeling, jsou zna´zorneˇny zelenou barvou ve Vennoveˇ diagramu. Jsou to naprˇ´ıklad
cykly Cn (pro n 6= 4) a kompletn´ı grafy Kn (pro n > 1), na za´kladeˇ Veˇty 3.13.
Mnozˇina graf˚u, ktere´ maj´ı distance magic labeling i degree-distance magic labe-
ling a nejsou pravidelne´, je zna´zorneˇna fialovou barvou ve Vennoveˇ diagramu. Jsou
to naprˇ´ıklad grafy Km−1,m, kde m je sude´ a m ≥ 2, cozˇ je doka´za´no na straneˇ 35 na
za´kladeˇ Veˇty 3.14 a Veˇty 3.16.
Mnozˇina graf˚u, ktere´ maj´ı pouze distance magic labeling a nejsou pravidelne´, je
zna´zorneˇna cˇervenou barvou ve Vennoveˇ diagramu. Jsou to naprˇ´ıklad grafy Km−2,m,
kde m je liche´ a m ≥ 4, cozˇ je doka´za´no na straneˇ 34 na za´kladeˇ Veˇty 3.14 a Veˇty
3.16.
Mnozˇina graf˚u, ktere´ maj´ı pouze degree-distance magic labeling a nejsou pravi-
delne´, je zna´zorneˇna modrou barvou ve Vennoveˇ diagramu. Jsou to naprˇ´ıklad grafy
K2,m, kde m ≥ 5, cozˇ je doka´za´no na za´kladeˇ Veˇty 3.18.
3.4 Dalˇs´ı konstrukce degree-distance magic graf˚u
3.4.1 Degree-distance magic labeling a grafove´ spojen´ı
Dalˇs´ı mozˇnost konstrukce degree-distance magic grafu je, zˇe grafove´ kompoziciG[Km],
kde G je pravidelny´ graf am je sude´ prˇirozene´ cˇ´ıslo, prˇida´me novy´ vrchol, ktery´ bude
hranou spojeny´ s kazˇdy´m vrcholem grafove´ kompozice G[Km]. Spojen´ı grafu G[Km]
a vrcholu x znacˇ´ıme G[Km] ∨ x, kde x je vrchol, ktery´ ke grafu G[Km] prˇida´me a
spoj´ıme jej hranou s kazˇdy´m vrcholem G[Km].
Veˇta 3.20. Meˇjme pravidelny´ graf G = (V,E) a grafovou kompozici G[Km], kde m
je sude´ prˇirozene´ cˇ´ıslo. Potom graf G[Km] ∨ x je degree-distance magic graf.
Du˚kaz. Du˚kaz si rozdeˇl´ıme do dvou cˇa´st´ı. V prvn´ı cˇa´sti se budeme zaby´vat grafovou
kompozic´ı G[Km] pravidelne´ho grafu G a ve druhe´ cˇa´sti uka´zˇeme, zˇe graf G[Km]∨x
ma´ degree-distance magic labeling. Nejprve si oznacˇme:
i) V (G) = {u1, u2, ..., un} vrcholy pravidelne´ho grafu G,
ii) r jako stupenˇ pravidelnosti grafu G,
iii) V (Km) = {v1, v2, ..., vm} vrcholy grafu Km.
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I) Kompozici G[Km] ohodnot´ıme tak, zˇe cˇ´ıslo i a (mn+ 1− i) je vzˇdy ve stejne´
kopii Km, soucˇet teˇchto dvou cˇ´ısel je (mn + 1) a v kazˇde´ kopii Km je pra´veˇ





Pro vyja´drˇen´ı va´hy obecne´ho vrcholu (ui, vs), kde i ∈ {1, 2, ..., n} a s ∈
{1, 2, ...,m} mus´ıme soucˇet ohodnocen´ı vrchol˚u jedne´ kopie Km vyna´sobit
stupneˇm pravidelnosti grafu G a vydeˇlit stupneˇm pravidelnosti grafove´ kom-














II) Po spojen´ı graf˚u G[Km]∨xma´ graf (mn+1) vrchol˚u. Vrchol˚um grafu G[Km]∨x




+ 1, ...,mn+ 1
}
.
Cˇ´ıslo (mn/2+1) prˇiˇrad´ıme vrcholu x. Cˇ´ısla i a (mn+2−i) jsou vzˇdy ve stejne´
kopii Km, soucˇet teˇchto dvou cˇ´ısel je (mn + 2) a v kazˇde´ kopii Km je pra´veˇ
m/2 takovy´ch dvojic. Soucˇet ohodnocen´ı vrchol˚u v jedne´ kopii Km grafove´ho




Vypocˇ´ıtejme va´hu obecne´ho vrcholu (ui, vs) na´lezˇ´ıc´ıho podgrafu G[Km] neboli
va´hu vrchol˚u r˚uzny´ch od x, kde i ∈ {1, 2, ..., n} a s ∈ {1, 2, ...,m}. Soucˇet ohod-
nocen´ı jedne´ kopie Km vyna´sob´ıme stupneˇm pravidelnosti grafu G, prˇicˇteme
ohodnocen´ı vrcholu x a vydeˇl´ıme stupneˇm vrcholu, ktery´ je (mr + 1) pro
































Vypocˇ´ıtejme take´ va´hu vrcholu x. Vrchol x ma´ stupenˇ mn, protozˇe z neˇj vede
hrana do kazˇde´ho vrcholu podgrafu G[Km]. Soucˇet ohodnocen´ı vsˇech ostatn´ıch









Va´ha vrcholu x je rovna va´ze vsˇech ostatn´ıch vrchol˚u na´lezˇ´ıc´ıch podgrafu
G[Km]. Vy´sledny´ graf G[Km] ∨ x ma´ degree-distance magic labeling.
Prˇ´ıklad 3.21. Sestrojme pro graf C4[K2]∨x degree-distance magic labeling. Pouzˇijme
takovou liftovanou Kotzigovu matici M˜ , ktera´ ma´ tu vlastnost, zˇe cˇ´ısla i a (mn+2−i)
jsou v jednom sloupci, da´le bude obsahovat cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., 5, ..., 8, 9} \ 5,
protozˇe cˇ´ıslo 5 rezervujeme pro vrchol x, a proto v liftovane´ Kotzigoveˇ matici nen´ı.
M =
(
1 2 3 4




1 2 3 4
9 8 7 6
)
Sestrojme pro graf C5[K2]∨ x degree-distance magic labeling. Pouzˇijme takovou
liftovanou Kotzigovu matici M˜ , ktera´ ma´ tu vlastnost, zˇe cˇ´ısla i a (mn + 2 − i)
jsou v jednom sloupci, da´le bude obsahovat cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., 6, ..., 10, 11}\6,
protozˇe cˇ´ıslo 6 rezervujeme pro vrchol x, a proto v liftovane´ Kotzigoveˇ matici nen´ı.
M =
(
1 2 3 4 5




1 2 3 4 5





















Obra´zek 23: Degree-distance magic labeling grafu C4[K2] ∨ x a C5[K2] ∨ x.
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Da´le mu˚zˇeme uvazˇovat, zˇe bychom vrchol x spojili pouze s neˇkolika kopiemi
grafu Km. Oznacˇme prˇirozene´ cˇ´ıslo c, pro ktere´ plat´ı, zˇe c < n, kde n je rˇa´d grafu
G. Vrchol x bychom spojili se vsˇemi vrcholy z c kopi´ı grafu Km, dostaneme graf J
a stupenˇ vrcholu degJ x = mc.
Veˇta 3.22. Meˇjme pravidelny´ graf G = (V,E) a grafovou kompozici G[Km], kde
m je sude´ prˇirozene´ cˇ´ıslo. Oznacˇme cˇ´ıslo c : c ∈ N ∧ c < n, kde n je rˇa´d grafu G.
Jestlizˇe prˇida´me do grafu vrchol x tak, zˇe bude hranou spojeny´ se vsˇemi vrcholy z
c kopi´ı grafu Km, dostaneme graf J a stupenˇ vrcholu degJ x = mc. Vy´sledny´ graf J
bude degree-distance magic graf.
Du˚kaz Veˇty 3.22 vycha´z´ı z d˚ukazu Veˇty 3.20, budeme tedy vycha´zet z pojmu˚
zavedeny´ch v d˚ukazu Veˇty 3.20.
Du˚kaz. Konstrukce ohodnocen´ı je stejna´ jako v d˚ukazu Veˇty 3.20. Cˇ´ıslo (mn/2+1)
opeˇt prˇiˇrad´ıme vrcholu x. Pokud vrchol na´lezˇ´ıc´ı podgrafu G[Km] soused´ı s vrcholem
























































Va´ha vrcholu x je rovna va´ze vsˇech ostatn´ıch vrchol˚u na´lezˇ´ıc´ıch podgrafu G[Km].
Vy´sledny´ graf J ma´ degree-distance magic labeling.
Prˇ´ıklad 3.23. Sestrojme degree-distance magic labeling pro graf C4[K2] s prˇidany´m
vrcholem x a cˇtyrˇmi hranami, kde vrchol x bude stupneˇ 4. Pouzˇijme takovou lifto-
vanou Kotzigovu matici M˜ , ktera´ ma´ tu vlastnost, zˇe cˇ´ısla i a (mn + 2 − i) jsou v
jednom sloupci, da´le bude obsahovat cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., 5, ..., 8, 9} \ 5, protozˇe




1 2 3 4




1 2 3 4
9 8 7 6
)
Sestrojme degree-distance magic labeling pro graf C5[K2] s prˇidany´m vrcholem x
a sˇesti hranami, kde vrchol x bude stupneˇ 6. Pouzˇijme takovou liftovanou Kotzigovu
matici M˜ , ktera´ ma´ tu vlastnost, zˇe cˇ´ısla i a (mn+2− i) jsou v jednom sloupci, da´le
bude obsahovat cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., 6, ..., 10, 11}\6, protozˇe cˇ´ıslo 6 rezervujeme
pro vrchol x, a proto v liftovane´ Kotzigoveˇ matici nen´ı.
M =
(
1 2 3 4 5




1 2 3 4 5





















Obra´zek 24: Degree-distance magic labeling grafu C4[K2] ∨ x a C5[K2] ∨ x.
Veˇta 3.24. Meˇjme pravidelny´ graf G = (V,E) rˇa´du n, grafovou kompozici G[Km],
kde m je sude´ prˇirozene´ cˇ´ıslo a graf H = (V,E) rˇa´du p tvorˇeny´ izolovany´mi vrcholy.
Potom graf G[Km] ∨H je degree-distance magic graf.
Du˚kaz Veˇty 3.24 vycha´z´ı z d˚ukazu Veˇty 3.20, budeme tedy vycha´zet z pojmu˚
zavedeny´ch v d˚ukazu Veˇty 3.20.
Du˚kaz. Po spojen´ı graf˚u G[Km] ∨ H ma´ graf (mn + p) vrchol˚u. Vrchol˚um grafu





















+ p+ 2, ...,mn+ p
}
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Cˇ´ısla z mnozˇiny {mn/2 + 1,mn/2 + 2, ...,mn/2 + p} prˇiˇrad´ıme vrchol˚um grafu
H. Stacˇ´ı dodrzˇet jednoduche´ pravidlo, aby cˇ´ısla i a (mn + p + 1 − i) byla vzˇdy ve
stejne´ kopii Km, soucˇet teˇchto dvou cˇ´ısel je (mn + p + 1) a v kazˇde´ kopii Km je




(i+mn+ p+ 1− i) = m
2
(mn+ p+ 1).
Vypocˇ´ıtejme va´hu obecne´ho vrcholu (ui, vs) na´lezˇ´ıc´ıho podgrafu G[Km] neboli
vrchol˚u nena´lezˇ´ıc´ıch mnozˇineˇ vrchol˚u V (H), kde i ∈ {1, 2, ..., n} a s ∈ {1, 2, ...,m}.
Soucˇet ohodnocen´ı jedne´ kopie Km vyna´sob´ıme stupneˇm pravidelnosti grafu G,
prˇicˇteme soucˇet ohodnocen´ı vrchol˚u grafu H a vydeˇl´ıme stupneˇm vrcholu, ktery´

































Vypocˇ´ıtejme take´ va´hu libovolne´ho vrcholu grafu H. Vrcholy grafu H maj´ı









Va´ha vrchol˚u grafu H je rovna va´ze vsˇech ostatn´ıch vrchol˚u podgrafu G[Km].
Vy´sledny´ graf G[Km] ∨H ma´ degree-distance magic labeling.
Navazˇme na d˚ukaz Veˇty 3.24. Jestlizˇe graf H je liche´ho rˇa´du, pak existuje vrchol
y s labelem (mn + p + 1)/2. Cˇ´ısla z mnozˇiny {mn/2 + 1,mn/2 + 2, ...,mn/2 + p}
prˇiˇrad´ıme vrchol˚um grafu H. Ohodnocen´ı vrchol˚u grafu H ma´ vlastnost, zˇe dvojice
vrchol˚u s labely (mn/2 + i) a (mn/2 + (p− i+ 1)) ma´ soucˇet label˚u (mn+ p+ 1),
kde i ∈ {1, 2, ..., (p− 1)/2}. Libovolny´ pocˇet takovy´ch dvojic vrchol˚u mu˚zˇeme spojit
s vrcholem y.
Oznacˇme libovolny´ vrchol grafu H, ktery´ nema´ label (mn + p + 1)/2, jako x.
Vypocˇ´ıtejme va´hu vrcholu x z takove´ dvojice vrchol˚u, kterou jsme spojili s vrcholem
y. Jestlizˇe p˚uvodneˇ byla va´ha vrcholu x rovna (mn + p + 1)/2, pak vyna´soben´ı
stupneˇm vrcholu da´ soucˇet ohodnocen´ı soused˚u vrcholu x. Po spojen´ı s vrcholem y
se stupenˇ vrcholu x zvy´sˇil o jedna a soucˇet ohodnocen´ı soused˚u vrcholu x se zvy´sˇil











Mus´ıme oveˇrˇit, zda va´ha vrcholu y z˚ustala stejna´. Jestlizˇe p˚uvodneˇ byla va´ha
vrcholu y rovna (mn + p + 1)/2, pak vyna´soben´ı stupneˇm vrcholu da´ soucˇet ohod-
nocen´ı soused˚u vrcholu y. Po spojen´ı s dvojic´ı vrchol˚u se stupenˇ vrcholu y zvy´sˇil o









Prˇ´ıklad 3.25. Sestrojme pro graf C4[K2] ∨H degree-distance magic labeling, kde
grafH je rˇa´du p = 5 a obsahuje pouze izolovane´ vrcholy. Pouzˇijme takovou liftovanou
Kotzigovu matici M˜ , ktera´ ma´ tu vlastnost, zˇe cˇ´ısla i a (mn+p+1−i) jsou v jednom
sloupci, da´le bude obsahovat cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., 7, ..., 12, 13} \ {5, 6, 7, 8, 9}.
Cˇ´ısla 5 azˇ 9 rezervujeme pro vrcholy grafu H, a proto v liftovane´ Kotzigoveˇ matici
nejsou. Graf C4[K2] ∨H je na obra´zku 25 vlevo.
M =
(
1 2 3 4




1 2 3 4
13 12 11 10
)
Sestrojme pro graf C5[K2]∨H degree-distance magic labeling, kde graf H je rˇa´du
p = 3 a obsahuje pouze izolovane´ vrcholy. Pouzˇijme takovou liftovanou Kotzigovu
matici M˜ , ktera´ ma´ tu vlastnost, zˇe cˇ´ısla i a (mn+ p+1− i) jsou v jednom sloupci,
da´le bude obsahovat cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., 7, ..., 12, 13} \ {6, 7, 8}. Cˇ´ısla 6 azˇ 8
rezervujeme pro vrcholy grafu H, a proto v liftovane´ Kotzigoveˇ matici nejsou. Graf
C5[K2] ∨H je na obra´zku 25 vpravo.
M =
(
1 2 3 4 5




1 2 3 4 5
13 12 11 10 9
)
Prˇ´ıklad 3.26. Sestrojme pro graf C4[K2] ∨H degree-distance magic labeling, kde
graf H je rˇa´du p = 5 a obsahuje pouze izolovane´ vrcholy, nav´ıc vrchol s labelem
(mn+ p+ 1)/2 bude mı´t stupenˇ 10. Pouzˇijme takovou liftovanou Kotzigovu matici
M˜ , ktera´ ma´ tu vlastnost, zˇe cˇ´ısla i a (mn+ p+ 1− i) jsou v jednom sloupci, da´le
bude obsahovat cˇ´ısla z mnozˇiny {1, 2, ..., 7, ..., 12, 13} \ {5, 6, 7, 8, 9}. Cˇ´ısla 5 azˇ 9
rezervujeme pro vrcholy grafu H, a proto v liftovane´ Kotzigoveˇ matici nejsou. Graf
C4[K2] ∨H je na obra´zku 26.
M =
(
1 2 3 4
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Obra´zek 26: Degree-distance magic labeling grafu C4[K2] ∨H.
Z vrcholu s labelem (mn+ p+ 1)/2 vycha´z´ı dveˇ hrany do dvojice vrchol˚u, ktere´
byly p˚uvodneˇ soucˇa´st´ı grafu H. Tato dvojice vrchol˚u ma´ soucˇet label˚u (mn+p+1),
mohli jsme tedy vrchol s labelem (mn + p + 1)/2 hranou spojit s takovou dvojic´ı
vrchol˚u. Platnost tohoto tvrzen´ı je uka´za´na na straneˇ 45.
Pozna´mka. V Prˇ´ıkladeˇ 3.25 si mu˚zˇeme vsˇimnout, zˇe graf C4[K2]∨H a graf C5[K2]∨
H obsahuje mnoho takovy´ch cykl˚u C4, ktere´ mu˚zˇeme pomoc´ı Veˇty 3.30 odebrat.
3.4.2 Degree-distance magic labeling a prˇida´va´n´ı hran
V pr˚ubeˇhu psan´ı te´to bakala´rˇske´ pra´ce byl formulova´n otevrˇeny´ proble´m, zda ma-
gicka´ konstanta degree-distance magic grafu G na n vrcholech je k = (n + 1)/2.
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Tento otevrˇeny´ proble´m byl jedn´ım z hlavn´ıch te´mat jednoho matematicke´ho se-
mina´rˇe DIMAS a na´sledneˇ proble´m vyrˇesˇili Prof. Zdeneˇk Dosta´l a Doc. Petr Kova´rˇ.
Veˇta 3.27 je citova´na z textu [4].
Veˇta 3.27. Necht’ G je degree-distance magic graf rˇa´du n. Magicka´ konstanta grafu
G je k = (n+ 1)/2.
Uved’me si d˚ukaz Veˇty 3.27, ktery´ je citova´n z textu [4].
Du˚kaz. Necht’ f je jaky´koliv degree-distance magic labeling grafu G, A je matice
sousednosti grafu G a D je diagona´ln´ı matice, kde prvek na hlavn´ı diagona´le di je
roven 1/ deg(i). Necht’ −→x je vektor rozmeˇru (n, 1) obsahuj´ıc´ı labely vrchol˚u.
−→x = (deg(1), deg(2), ..., deg(n))T
Jelikozˇ f je degree-distance magic labeling grafu G s magickou konstantou k,
pak plat´ı −→x TDA = k−→u T , kde −→u je jednicˇkovy´ vektor rozmeˇru (n, 1).
Uveˇdomme si, zˇe DA−→u = −→u , protozˇe A−→u je vektor (deg(1), deg(2), ..., deg(n))T .
k−→u T = −→x TDA
k−→u T−→u = −→x TDA−→u = −→x T−→u
k(1 + 1 + · · ·+ 1) = (1 + 2 + · · ·+ n) = n(n+ 1)/2
k = (n+ 1)/2
Veˇta 3.28. Necht’ G = (V,E) je degree-distance magic graf rˇa´du n s magickou
konstantou k. C4 je cyklus, kde vrcholy maj´ı labely z mnozˇiny {i, j, n+1−i, n+1−j},
pro i, j ∈ {1, 2, ..., n} a soucˇet label˚u neza´visly´ch vrchol˚u cyklu C4 je (n+1). Jestlizˇe
ztotozˇn´ıme vrcholy grafu G a cyklu C4 prˇ´ıslusˇny´ch label˚u a zˇa´dna´ hrana se prˇi
ztotozˇneˇn´ı nezopakuje, pak vy´sledny´ graf je degree-distance magic graf.
Du˚kaz. Degree-distance magic graf G ma´ magickou konstantu k = (n + 1)/2.
C4 je cyklus, kde vrcholy maj´ı labely z mnozˇiny {i, j, n + 1 − i, n + 1 − j}, pro
i, j ∈ {1, 2, ..., n} a soucˇet label˚u neza´visly´ch vrchol˚u cyklu je (n + 1). Va´ha se
nezmeˇn´ı vrchol˚um, ktery´m z˚ustal, po ztotozˇneˇn´ı vrchol˚u grafu G a cyklu C4, stejny´
stupenˇ. Stupenˇ cˇtyrˇ vrchol˚u se zvy´sˇil o dva a mus´ıme oveˇrˇit, jestli se nezmeˇnila va´ha
teˇchto vrchol˚u.
Jestlizˇe p˚uvodneˇ byla va´ha vrcholu rovna (n + 1)/2, pak vyna´soben´ı va´hy vr-
cholu stupneˇm vrcholu degG(vi) na´m da´ soucˇet ohodnocen´ı soused˚u vrcholu vi. Po
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ztotozˇneˇn´ı vrchol˚u grafu G a cyklu C4 se stupenˇ vrcholu vi zvy´sˇil o dva a soucˇet
















Va´ha vrcholu, ktere´mu jsme prˇidali dveˇ hrany, z˚ustala stejna´. Vy´sledny´ graf je
degree-distance magic graf.
Prˇ´ıklad 3.29. Prˇidejme do degree-distance magic grafu G rˇa´du n = 12 cyklus C4
tak, aby vy´sledny´ graf byl degree-distance magic graf. Vsˇimneˇme si, zˇe neza´visle´


















Obra´zek 27: Graf G s prˇidany´m cyklem C4.
Veˇta 3.30. Necht’ G = (V,E) je degree-distance magic graf rˇa´du n s magickou
konstantou k. C4 je cyklus grafu G, kde vrcholy maj´ı labely z mnozˇiny {i, j, n+1−
i, n + 1 − j}, pro i, j ∈ {1, 2, ..., n} a soucˇet label˚u neza´visly´ch vrchol˚u je (n + 1).
Jestlizˇe z grafu G odebereme cyklus C4 a graf G z˚ustane souvisly´, pak vy´sledny´ graf
je degree-distance magic graf.
Du˚kaz. Degree-distance magic graf G ma´ magickou konstantu k = (n + 1)/2.
C4 je cyklus, kde vrcholy maj´ı labely z mnozˇiny {i, j, n + 1 − i, n + 1 − j}, pro
i, j ∈ {1, 2, ..., n} a soucˇet label˚u neza´visly´ch vrchol˚u je (n+1). Va´ha se nezmeˇn´ı vr-
chol˚um, ktery´m z˚ustal, po odebra´n´ı hran cyklu C4 z grafu G, stejny´ stupenˇ. Stupenˇ
vrcholu se u cˇtyrˇ vrchol˚u sn´ızˇil o dva a mus´ıme oveˇrˇit, jestli se nezmeˇnila va´ha vr-
cholu.
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Jestlizˇe p˚uvodneˇ byla va´ha vrcholu rovna (n+1)/2, pak vyna´soben´ı va´hy vrcholu
stupneˇm vrcholu degG(vi) na´m da´ soucˇet ohodnocen´ı soused˚u vrcholu vi. Po odebra´n´ı
hran cyklu C4 z grafu G se stupenˇ vrcholu vi sn´ızˇil o dva a soucˇet ohodnocen´ı soused˚u
















Va´ha vrcholu, ktere´mu jsme ubrali dveˇ hrany, z˚ustala stejna´. Jedna´ se o degree-
distance magic graf.
Prˇ´ıklad 3.31. Odeberme z degree-distance magic grafu G rˇa´du n = 12 cyklus C4
tak, aby vy´sledny´ graf byl degree-distance magic graf. Vsˇimneˇme si, zˇe neza´visle´
vrcholy cyklu C4 maj´ı soucˇet (n + 1) = 13. Na obra´zku 28 je zna´zorneˇno odebra´n´ı

















Obra´zek 28: Odebra´n´ı cyklu C4 z grafu G.
Z platnosti Veˇty 3.28 a Veˇty 3.30 mu˚zˇeme vyvodit na´sleduj´ıc´ı tvrzen´ı.
Du˚sledek 3.32. Necht’ G = (V,E) je graf rˇa´du n a C4 je cyklus grafu G, kde
vrcholy maj´ı labely z mnozˇiny {i, j, n + 1 − i, n + 1 − j}, pro i, j ∈ {1, 2, ..., n} a
soucˇet label˚u neza´visly´ch vrchol˚u je (n + 1). Graf G je degree-distance magic graf
pra´veˇ tehdy, jestlizˇe graf G− C4 je degree-distance magic graf.
Kdyzˇ jsme do degree-distance magic grafu G = (V,E) rˇa´du n prˇida´vali cyklus
C4, ztotozˇnili jsme vrcholy grafu G a cyklu C4 prˇ´ıslusˇny´ch label˚u tak, aby z˚ustala
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magicka´ konstanta (n+1)/2. O cyklu C4 mu˚zˇeme take´ uvazˇovat jako o jine´m degree-
distance magic grafu H = (V,E). Pro takovy´ graf H bude platit, zˇe je stejne´ho rˇa´du
jako graf G, mu˚zˇe obsahovat izolovane´ vrcholy a ma´ magickou konstantu (n+1)/2.
Izolovany´ vrchol ma´ soucˇet ohodnocen´ı soused˚u a stupenˇ vrcholu roven nule.
U degree-distance magic labelingu va´hu izolovane´ho vrcholu nebudeme urcˇovat,
protozˇe bychom deˇlili nulou. Pro na´sleduj´ıc´ı text povol´ıme existenci izolovany´ch
vrchol˚u v degree-distance magic grafech.
Veˇta 3.33. Necht’ G = (V,E) je degree-distance magic graf rˇa´du n s magickou kon-
stantou k a H = (V,E) je degree-distance magic graf rˇa´du n s magickou konstantou
l. Pro graf H bude platit, zˇe je stejne´ho rˇa´du jako graf G a mu˚zˇe obsahovat izolovane´
vrcholy. Jestlizˇe ztotozˇn´ıme vrcholy grafu G a grafu H prˇ´ıslusˇny´ch label˚u a zˇa´dna´
hrana se prˇi ztotozˇneˇn´ı nezopakuje, pak vy´sledny´ graf je degree-distance magic graf.
Du˚kaz. Pro proveden´ı d˚ukazu si oznacˇme:
i) V (G) = {v1, v2, ..., vn} vrcholy grafu G,
ii) V (H) = {u1, u2, ..., un} vrcholy grafu H.
Degree-distance magic grafGma´ magickou konstantu k = (n+1)/2. Po ztotozˇneˇn´ı
vrchol˚u grafu G a grafu H prˇ´ıslusˇny´ch label˚u se va´ha nezmeˇn´ı vrchol˚um, ktere´ byly
ztotozˇneˇny s izolovany´mi vrcholy grafu H. Mus´ıme oveˇrˇit, jestli se va´ha nezmeˇnila
vrchol˚um, ktere´ maj´ı po ztotozˇneˇn´ı vrchol˚u grafu G a grafu H vysˇsˇ´ı stupenˇ.
Jestlizˇe p˚uvodneˇ byla va´ha vrcholu rovna (n + 1)/2, pak vyna´soben´ı va´hy vr-
cholu stupneˇm vrcholu degG(vi) na´m da´ soucˇet ohodnocen´ı soused˚u vrcholu vi. Po
ztotozˇneˇn´ı vrchol˚u grafu G a grafu H prˇ´ıslusˇny´ch label˚u se stupenˇ vrcholu vi zvy´sˇil

















Va´ha vrcholu z˚ustala stejna´. Jedna´ se o degree-distance magic graf.
Prˇ´ıklad 3.34. Prˇidejme do degree-distance magic grafu G rˇa´du n = 18 graf C4[K2]
tak, aby vy´sledny´ graf byl degree-distance magic graf. Mus´ıme zkonstruovat graf H,
ktery´ bude mı´t vhodneˇ ohodnoceny´ podgraf C4[K2] tak, aby va´ha kazˇde´ho vrcholu
podgrafu C4[K2] byla (n + 1)/2 a bude obsahovat 10 ohodnoceny´ch izolovany´ch



































Obra´zek 29: Ztotozˇneˇn´ı vrchol˚u grafu G a grafu H.
Veˇta 3.35. Necht’ G = (V,E) je degree-distance magic graf rˇa´du n s magickou
konstantou k a H = (V,E) je degree-distance magic podgraf rˇa´du n s magickou
konstantou l. Pro graf H bude platit, zˇe je stejne´ho rˇa´du jako graf G a mu˚zˇe ob-
sahovat izolovane´ vrcholy. Jestlizˇe z grafu G odebereme hrany grafu H a graf G
z˚ustane souvisly´, pak vy´sledny´ graf je degree-distance magic graf.
Du˚kaz. Pro proveden´ı d˚ukazu si oznacˇme:
i) V (G) = {v1, v2, ..., vn} vrcholy grafu G,
ii) V (H) = {u1, u2, ..., un} vrcholy podgrafu H.
Degree-distance magic graf G ma´ magickou konstantu k = (n+1)/2. Po odebra´n´ı
hran grafu H z grafu G se va´ha nezmeˇn´ı vrchol˚um, ktery´m z˚ustane po odebra´n´ı hran
stejny´ stupenˇ vrcholu. Mus´ıme oveˇrˇit, jestli se va´ha nezmeˇnila vrchol˚um, ktere´ maj´ı
po odebra´n´ı hran grafu H z grafu G nizˇsˇ´ı stupenˇ.
Jestlizˇe p˚uvodneˇ byla va´ha vrcholu rovna (n+1)/2, pak vyna´soben´ı va´hy vrcholu
stupneˇm vrcholu degG(vi) na´m da´ soucˇet ohodnocen´ı soused˚u vrcholu vi. Po odebra´n´ı
hran grafu H z grafu G se stupenˇ vrcholu vi sn´ızˇil o degH ui a soucˇet ohodnocen´ı














Va´ha vrcholu z˚ustala stejna´. Jedna´ se o degree-distance magic graf.
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Prˇ´ıklad 3.36. Odeberme z degree-distance magic grafu G rˇa´du n = 14 hrany
podgrafu P3[K2] tak, aby vy´sledny´ graf byl degree-distance magic graf. Mus´ıme
se ujistit, zˇe graf H, ma´ vhodneˇ ohodnoceny´ podgraf P3[K2] tak, zˇe va´ha kazˇde´ho
vrcholu podgrafu P3[K2] je (n+1)/2 a obsahuje 8 ohodnoceny´ch izolovany´ch vrchol˚u.























Obra´zek 30: Graf H a odebra´n´ı hran grafu H z grafu G.
Z platnosti Veˇty 3.33 a Veˇty 3.35 mu˚zˇeme vyvodit na´sleduj´ıc´ı tvrzen´ı.
Du˚sledek 3.37. Necht’ G = (V,E) je graf rˇa´du n a H = (V,E) je degree-distance
magic podgraf grafu G. Prˇedpokla´dejme, zˇe graf H je stejne´ho rˇa´du jako graf G.
Graf H mu˚zˇe obsahovat izolovane´ vrcholy a ma´ magickou konstantu l = (n+ 1)/2,
prˇicˇemzˇ pro izolovane´ vrcholy va´hu nevycˇ´ıslujeme. Graf G je degree-distance magic
graf pra´veˇ tehdy, kdyzˇ graf G− E(H) je degree-distance magic graf.
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4 Za´veˇr
Tato bakala´rˇska´ pra´ce prezentuje vy´sledky z oblasti distance magic labelingu. V te´to
bakala´rˇske´ pra´ci jsme zavedli novy´ degree-distance magic labeling a vytva´rˇ´ıme rˇadu
konstrukc´ı degree-distance magic graf˚u.
Vyuzˇili jsme Kotzigovy matice pro konstrukci degree-distance magic graf˚uG[Km].
Kotzigova matice neexistuje v prˇ´ıpadeˇ, zˇe rˇa´d grafu G je sudy´ a rˇa´d grafu Km je
lichy´, proto jsme navrhli upravenou Kotzigovu matici. Upravenou Kotzigovu ma-
tici vyuzˇijeme k nalezen´ı degree-distance magic labelingu grafu G[Km], kde graf G
splnˇuje podmı´nky Veˇty 3.8.
Provedli jsme klasifikaci existence graf˚u v za´vislosti na trˇech vlastnostech:
• by´t distance magic graf
• by´t degree-distance magic graf
• by´t pravidelny´ graf
Uka´zali jsme, zˇe existuje nekonecˇneˇ mnoho graf˚u v na´sleduj´ıc´ıch peˇti podmnozˇina´ch:
i) nepravidelne´, pro ktere´ existuje distance magic labeling a neexistuje degree-
distance magic labeling
ii) nepravidelne´, pro ktere´ neexistuje distance magic labeling a existuje degree-
distance magic labeling
iii) nepravidelne´, pro ktere´ existuje distance magic labeling i degree-distance magic
labeling
iv) pravidelne´, pro ktere´ existuje distance magic labeling i degree-distance magic
labeling
v) pravidelne´, pro ktere´ neexistuje distance magic labeling ani degree-distance
magic labeling
Doka´zali jsme, zˇe mnozˇina pravidelny´ch distance magic graf˚u je shodna´ s mnozˇinou
pravidelny´ch degree-distance magic graf˚u. Neexistuje tedy pravidelny´ graf, ktery´ ma´
bud’ distance magic labeling nebo degree-distance magic labeling.
V pr˚ubeˇhu psan´ı te´to bakala´rˇske´ pra´ce byl formulova´n otevrˇeny´ proble´m, zda
magicka´ konstanta degree-distance magic grafu G na n vrcholech je k = (n + 1)/2.
Tento otevrˇeny´ proble´m byl jedn´ım z hlavn´ıch te´mat jednoho matematicke´ho se-
mina´rˇe DIMAS a na´sledneˇ proble´m vyrˇesˇili Prof. Zdeneˇk Dosta´l a Doc. Petr Kova´rˇ.
Vyrˇesˇen´ı proble´mu vedlo k odvozen´ı dalˇs´ıch d˚usledk˚u.
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Dı´ky jednoznacˇnosti magicke´ konstanty degree-distance magic grafu, jsme doka´zali,
zˇe neexistuje graf G rˇa´du n ≡ 0 (mod 2), kde ma´ alesponˇ jeden vrchol vi stupenˇ
vrcholu deg(vi) ≡ 1 (mod 2).
Vyuzˇili jsme operaci grafove´ho spojen´ı ke konstrukci pomeˇrneˇ obecny´ch degree-
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